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 i 
Resumo 
 
Com este estudo, no qual desempenho o duplo papel de professora e investigadora, 
pretendo estudar, no contexto de uma experiência de ensino no tema Funções e Gráficos, 
de que modo o recurso ao software Graph pode contribuir para a aprendizagem das funções 
afim e de proporcionalidade inversa.  
Este estudo enquadra-se no paradigma interpretativo, seguindo uma metodologia 
qualitativa e envolvendo a realização de um estudo de caso com dois alunos. Os 
participantes são os alunos de uma turma do segundo ano de um Curso de Educação e 
Formação, com equivalência ao 9.º ano de escolaridade. Os alunos trabalharam em díades 
e utilizaram um computador por díade. O software Graph tem inúmeras potencialidades e 
permite ao utilizador trabalhar com distintas representações de funções. Os instrumentos e 
os métodos de recolha de dados foram diversificados, o que contribuiu não só para um 
elevado número de dados recolhidos, mas também para dados de diversas naturezas.  
Os resultados sugerem que o uso do software na resolução de problemas e de 
tarefas com carácter exploratório e investigativo contribui para a identificação de 
regularidades e para a formulação de conjecturas, assim como para o teste das mesmas. 
Para além disso, o uso do software permite a confrontação constante das várias formas de 
representar funções, possibilitando colmatar as desvantagens de cada uma das 
representações com as vantagens das outras, o que parece contribuir para a compreensão 
das funções em estudo e das suas propriedades. Ao permitir resolver problemas usando 
estratégias gráficas, este software também parece auxiliar os alunos que têm dificuldades 
com as expressões algébricas, verificando-se progressos, nomeadamente ao nível da 
determinação de expressões analíticas. Apesar de os alunos mostrarem alguma dificuldade 
em descobrirem a escala adequada para a visualização de determinadas representações 
gráficas, manifestaram preocupação em encontrar uma janela de visualização que lhes 
permitisse visualizar o gráfico da forma que pretendiam.  
 
 
Palavras-chave: Aprendizagem das funções, representações, software Graph, resolução de 
problemas, tarefas de exploração e investigação. 
 ii 
Abstract  
 
With this study, in which I performed a dual role as a teacher and researcher, I intend 
to study in the context of a teaching experiment in the subject of Functions and Graphs, how 
the software Graph can shed some light on learning affine functions and inverse 
proportionality. 
This study is grounded on the interpretative paradigm, and follows the qualitative 
methodology, for which a case study with two students was drawn. The students that took 
part in this study belong to a second year class of a two-year education and training course, 
which grants them equivalence certificate to grade 9. The students worked in groups of two 
and used a computer per dyad. The software Graph has a great potential which allows the 
user to work with different representations of functions. The variety of methods applied for 
data collection made possible the compilation of a large and diverse amount of data. 
The results suggest that the use of the software Graph to solve problems and tasks 
with exploratory and investigative nature plays an important role in the identification of 
regularities and the formulation of conjectures, as well as to test them. In addition, the 
software allows the students to compare the various ways of representing functions, making 
it possible for them to easily overcome the disadvantages of each of the representations with 
the information provided by others. This appears to contribute to the understanding of the 
functions under study and their properties. By allowing the solution of problems using a 
graph approach, this software also seems to help students who have difficulties with 
algebraic expressions. Progress has been seen, particularly concerning the determination of 
analytical expressions. Although the students had shown some difficulty in finding the 
appropriate scale for viewing certain graphical representations, they expressed concern 
about finding a viewing window that allowed them to see the graph in the way that they 
intended to. 
 
 
Key words: Function learning, representations, software Graph, problem solving, 
exploratory and investigative tasks. 
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Capítulo 1  
 
 
Introdução 
 
 O presente capítulo apresenta as razões que estiveram na base da realização deste 
estudo, bem como a sua pertinência. Descreve o objectivo e as questões de investigação, e 
exibe algumas orientações curriculares, em especial as preconizadas para o ensino das 
Funções nos Cursos de Educação e Formação de tipo 21. 
 
1.1. Motivações para a realização do estudo 
 
O insucesso na disciplina de Matemática é uma dura realidade e está patente, não 
só nos maus resultados obtidos pelos alunos em provas escritas e na grande dificuldade 
que expressam na resolução de problemas, mas, principalmente, no desinteresse e, até 
mesmo, desprezo manifestados por esta área. 
O Ministério da Educação tem vindo a definir, ao longo dos últimos anos, um 
conjunto de medidas para combater o insucesso educativo dos alunos do ensino básico, 
com o objectivo de assegurar o cumprimento da escolaridade obrigatória e o combate à 
exclusão. Procura-se assim evitar que cerca de quinze a dezassete mil jovens abandonem o 
sistema educativo, todos os anos, sem terem completado o 9.º ano de escolaridade (Portal 
da Educação, 2006). Entre estas medidas está a criação de Cursos de Educação e 
Formação (CEF’s), os quais procuram 
 
… dar resposta às necessidades educativas e formativas dos jovens, que, não 
pretendendo, de imediato, prosseguir estudos no âmbito das restantes alternativas de 
educação e formação, preferem aceder a uma qualificação profissional mais 
consentânea com os seus interesses e expectativas (Diário da República, 2004, p. 11 
297). 
 
                                                 
1
 Os cursos de tipo 2 são cursos com a duração de 2 anos, que dão equivalência ao 9.º ano e qualificação 
profissional de nível 2. Destinam-se a jovens, em risco de abandono escolar, que completaram o 6.º ano de 
escolaridade ou que frequentaram, com ou sem aproveitamento, o 7.º ano, ou ainda àqueles que frequentaram, 
sem aproveitamento, o 8.º ano de escolaridade. Salvo raras excepções a idade mínima de acesso é 15 anos. 
 2 
O número de estudantes a frequentar CEF’s tem aumentado, significativamente, de 
ano para ano. Na sua grande maioria, são alunos com um historial de insucesso em 
Matemática que os leva a acreditar que não têm qualquer aptidão para esta disciplina. Este 
sentimento traduz-se numa rejeição em levar a cabo qualquer tarefa matemática que lhes 
seja proposta, dentro ou fora da sala de aula. Deste modo, questionam, frequentemente, a 
utilidade dos conteúdos leccionados, pois não lhes encontram qualquer aplicabilidade. A 
motivação destes alunos para a aprendizagem da Matemática tem-se revelado um dos 
maiores desafios que tenho enfrentado desde que comecei a leccionar a disciplina de 
Matemática Aplicada a estudantes de CEF’s de tipo 2, em 2007.  
Ponte (1994) considera que é fundamental perceber-se que não são as 
características supostamente intrínsecas e imutáveis da Matemática que constituem a 
principal razão de ser do insucesso nesta disciplina, mas sim, o papel social que lhe é 
atribuído e o modo como os diversos actores a vêem e se relacionam com ela. Para 
combater esse insucesso, este autor defende que a principal medida passa por alterar este 
papel, retirando-lhe a função selectiva e mostrando como esta ciência pode proporcionar a 
todos os alunos uma actividade intelectual gratificante e enriquecedora. Vindo ao encontro 
desta perspectiva, são muitos os autores que defendem que o papel do professor tem que 
mudar (Almiro, 2004; Oliveira & César, 1999; Ponte, Oliveira, Segurado & Cunha, 1998). 
Essa mudança implica que o professor diversifique o método de ensino, tenha um cuidado 
especial não só na elaboração e na selecção de tarefas, mas também no modo como 
conduz a sua realização na sala de aula, favorecendo interacções entre os alunos e entre 
estes e o professor. Assim sendo, o papel do professor torna-se mais exigente. 
Quando leccionei, pela primeira vez, a disciplina de Matemática Aplicada a 
estudantes de CEF’s, vi-me obrigada a elaborar um conjunto de materiais em conformidade 
com o programa e as orientações curriculares em vigor, uma vez que ainda não existiam 
manuais escolares nem sequer sebentas. Tentei sempre que esses materiais 
proporcionassem o envolvimento dos alunos; que permitissem boas aprendizagens; que 
mostrassem, sempre que possível, a aplicabilidade da Matemática à vida real; e que 
recorressem a manipuláveis ou à tecnologia, pois defendo que estes artefactos, bem 
usados, motivam os alunos e facilitam a aprendizagem. A experiência revelou-se muito 
positiva e o facto de ter a liberdade de decidir a sequência de tarefas a aplicar, os recursos a 
utilizar e a abordagem a privilegiar, fez com que percebesse que não necessitava de um 
manual escolar. Desde então, todos os anos tenho substituído ou reformulado algumas 
tarefas, com o objectivo de proporcionar uma boa relação dos alunos com a Matemática, e, 
consequentemente, aprendizagens significativas, aumentando também a sua motivação e 
auto-estima. 
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De entre os vários tópicos, que trabalho com estes alunos, considero que o conceito 
de função é um dos mais importantes. Esta opinião baseia-se no facto deste conceito 
acompanhar os alunos durante todo o seu percurso escolar e, para além disso, a sua 
aplicabilidade à realidade torna-o útil no seu dia-a-dia. Sendo um conceito onde os alunos 
revelam muitas dificuldades, tenho procurado dar uma atenção especial à abordagem 
seguida. O facto de promover a utilização de software adequado, também leva a que as 
tarefas tenham de ser pensadas com cuidado, quer em termos de conteúdo quer de 
implementação. 
 Com esta minha experiência anterior surgiram algumas questões e senti 
necessidade de fazer um aprofundamento teórico sobre esta temática, bem como de 
desenvolver um estudo sistemático sobre a forma como a resolução de tarefas com recurso 
à tecnologia, pode promover a aprendizagem dos alunos dos CEF’s. 
 
1.2. Contextualização e pertinência do estudo 
 
Hoje, mais do que nunca, a Matemática está presente em todos os ramos da ciência 
e tecnologia, em diversos campos da arte e em muitas profissões. Por isso hoje, certamente 
também mais do que nunca, se exige da escola uma formação sólida em Matemática para 
todos os alunos: uma formação que permita aos alunos compreender e utilizar a 
Matemática, não só ao longo do percurso escolar, mas igualmente na sua profissão, na vida 
pessoal e em sociedade (ME, 2007). Assim sendo, é compreensível que a exploração da 
relação entre a Matemática e a realidade constitua, actualmente uma importante orientação 
curricular em vários países, onde Portugal não é excepção. No Programa de Matemática do 
Ensino Básico (ME, 2007) está explícito que as tarefas “a propor aos alunos, tanto numa 
fase de exploração de um conceito como na fase de consolidação e aprofundamento, 
devem (...) incluir situações do quotidiano dos alunos” (p. 9). As orientações metodológicas 
para o ensino da Matemática nos CEF’s também enfatizam a resolução de tarefas com 
ligação ao real: 
 
As aplicações e os problemas extraídos do mundo real e das profissões estão no centro 
deste programa … [assim como] as actividades de modelação e resolução de 
problemas. (ME, 2005, p. 8) 
 
A forte presença das funções no dia-a-dia justifica a necessidade de serem 
estudadas durante a escolaridade obrigatória, pois constituem uma ferramenta importante 
para a interpretação da realidade. O estudo das funções, ao contribuir para o 
desenvolvimento do sentido crítico e da capacidade de resolução de problemas, em 
 4 
contextos diversos, permite colocar a Matemática ao serviço dos indivíduos e da sociedade. 
Ou seja, o estudo das funções contribui para o desenvolvimento da literacia matemática, 
caracterizada pela capacidade de identificar, compreender e envolver-se em Matemática, 
especificamente na resolução de problemas da vida real, enquanto cidadão preocupado e 
reflexivo (ME, 2002, 2004). As representações gráficas são utilizadas, frequentemente, 
pelos media, para, de uma forma sintética, proporcionarem uma grande quantidade de 
informação. É por isso importante que todos os profissionais, provavelmente, todos os 
cidadãos, tenham a capacidade de ler e interpretar informação contida em gráficos e retirar 
daí conclusões (ME, 2005). 
A importância do raciocínio proporcional tem sido revelada por muitos autores 
(Abrantes, Serrazina & Oliveira, 1999; Araújo & Lopes, 2000; Lesh, Post & Behr, 1988). Mas 
como refere Lamon (1993), apesar da investigação no domínio dos números racionais ter já 
alguns anos, as implicações para o ensino da proporcionalidade têm emergido muito 
lentamente. Ainda não é muito claro como é que o ensino deste tópico se deve processar de 
modo a desenvolver o conhecimento cognitivo e metacognitivo nos alunos. 
Segundo Lança e Canavarro (2008), através da modelação matemática, os alunos 
podem lidar com novas, variadas e autênticas situações reais, que envolvam a transição 
entre representações de relações funcionais e onde as situações problemáticas reais, para 
além de suscitarem curiosidade e motivação, colocam em acção o desenvolvimento de 
vários aspectos inerentes à competência matemática. Ainda segundo estas autoras, nos 
últimos anos a modelação matemática ganhou um novo aliado para a sua concretização em 
sala de aula – as tecnologias de informação e comunicação. Pelo que defendem, que a 
modelação matemática apoiada pela tecnologia se torna uma experiência de aprendizagem 
propícia, nomeadamente, no “desenvolvimento de processos onde funções surjam como 
modelos de situações reais” (p. 211).  
A importância das funções é inegável, mas os alunos, de um modo geral, 
apresentam muitas dificuldades ao trabalharem com este conceito, como, por exemplo: (i) 
na leitura e interpretação de gráficos; (ii) na interpretação dos dados fornecidos pela 
calculadora gráfica ou pelo computador; (iii) na utilização das várias representações, não 
mostrando flexibilidade na transição de uma representação para outra; e (iv) no 
estabelecimento de conexões com outros tópicos da Matemática ou de outras disciplinas. 
Sendo assim, é crucial a realização de estudos nesta área, de modo a perceber-se o que 
está na génese destas dificuldades e de que forma é que podem ser combatidas ou até 
mesmo evitadas. 
Nos últimos anos, têm surgido alguns estudos sobre a utilização da calculadora 
gráfica no processo de ensino e aprendizagem das funções, ao nível do ensino secundário, 
no entanto, o uso de software tem sido pouco explorado, principalmente no que diz respeito 
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ao 3.º ciclo. Segundo Oliveira e Domingos (2008), a investigação sobre a utilização de 
software no processo de ensino e aprendizagem tem, um longo caminho a percorrer, 
constituindo uma agenda importante para a comunidade de educadores matemáticos. 
 
1.3. Objectivo e questões de investigação 
 
Tendo por base o conhecimento das orientações curriculares em vigor e a 
necessidade de gestão do currículo de acordo com as características particulares dos meus 
alunos, desenvolvi uma unidade de ensino no Módulo 12 – Funções e Gráficos – a leccionar 
durante o primeiro período do segundo ano do curso. Nos módulos anteriores foram 
leccionados conteúdos de Geometria, resolução de equações do 1.º grau com uma 
incógnita, resolução de sistemas de duas equações do 1.º grau com duas incógnitas, 
Estatística e Probabilidades.  
Esta unidade de ensino é constituída por tarefas de carácter diversificado, onde a 
resolução de problemas assume um papel dominante, mas inclui igualmente tarefas de 
exploração e investigação, assim como exercícios, de forma a que os alunos tenham 
oportunidade de consolidar os conhecimentos. Os problemas e as tarefas de exploração e 
investigação proporcionam a utilização de software informático, e estimulam o envolvimento 
dos alunos, a comunicação e a interacção. As tarefas de exploração e investigação ainda 
têm a vantagem de poderem ser trabalhadas por alunos com níveis de conhecimento e 
desenvolvimento diferentes.  
A opção pelo software Graph2 deveu-se não só ao facto de se tratar de um curso de 
informática e de eu já ter trabalhado com este software, mas também ao facto de ser de 
utilização livre3, ser de fácil utilização e permitir uma melhor visualização do que a 
calculadora gráfica. Relativamente a este último ponto, há a destacar que para além da área 
de visualização ser maior do que na calculadora e de apresentar os números nos eixos 
coordenados, ainda apresenta, permanentemente, as expressões analíticas com cores 
diferentes, mas iguais às dos respectivos gráficos, permitindo uma associação rápida entre 
estas duas representações; outra característica importante é a tabela surgir em simultâneo 
com o gráfico e a expressão analítica.  
Tendo em conta as principais características desta unidade de ensino no tema 
Funções e Gráficos, a presente investigação assenta numa experiência de ensino, cujo 
principal objectivo é estudar de que modo o recurso ao software Graph pode contribuir para 
                                                 
2
 Foi utilizada a versão 4.3 (Build 384), de 2007, da autoria de Ivan Johansen, com tradução para português do 
Brasil por uma equipa de professores e alunos da Faculdade de Filosofia de Passos (Minas Gerais). Disponível 
em http://www.padowan.dk/graph/. 
3
 Tem licença GNU GPL (Licença Pública Geral). 
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a aprendizagem das funções afim e de proporcionalidade inversa. No sentido de alcançar o 
objectivo delineado, definiram-se algumas questões orientadoras da investigação:  
1. Como usam os alunos o software Graph na exploração de modelos das funções afim e 
de proporcionalidade inversa? Como interpretam a situação? Como determinam objectos 
e imagens? Como determinam a expressão analítica? 
2. Que transições fazem os alunos entre representações (verbal, tabular, gráfica e 
simbólica)? Que dificuldades revelam? Que representação privilegiam?  
3. Como integram os alunos o software Graph na sua actividade matemática neste tema? 
Que dificuldades manifestam? 
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Capítulo 2 
 
 
A Aprendizagem das Funções e a Tecnologia 
 
Este capítulo é dedicado à explicitação de alguns conceitos relacionados com a 
aprendizagem das funções e com o uso da tecnologia, na aprendizagem da Matemática, em 
geral, e das funções em particular. 
 
2.1. A aprendizagem das funções  
 
Esta secção é iniciada com uma breve síntese sobre o desenvolvimento histórico do 
conceito de função, mostrando a sua evolução. São expostos diversos problemas relativos à 
aprendizagem das funções e são apontadas algumas razões que poderão estar na origem 
desses problemas, bem como sugestões para os minimizar, passando em revista a Teoria 
da Reificação de Anna Sfard. De seguida, são apresentadas algumas noções no que 
respeita à aprendizagem das proporcionalidades directa e inversa, nomeadamente as 
principais dificuldades sentidas pelos alunos e possíveis estratégias para as minimizar. Por 
fim, apresenta-se o papel das diferentes representações de funções na aprendizagem deste 
tópico, sustentado pelas perspectivas de vários autores. 
 
2.1.1. O conceito de função e a sua aprendizagem 
 
Evolução histórica do conceito de função 
O conceito de função como é apresentado hoje na Matemática escolar é bastante 
recente, datando do final do século XIX. Este resultou, porém, de um longo desenvolvimento 
do pensamento matemático. Mesmo sem uma formalização abrangente e universalmente 
aceite, as noções ligadas a este conceito já eram utilizadas desde épocas antigas.  
Na Idade Média, Nicolau de Oresme (~1323-1382) foi o primeiro matemático a usar 
um gráfico, onde representou num eixo a velocidade de um móvel e no outro o tempo de 
deslocação. O método analítico de definir funções surgiu mais tarde com Fermat (1601-
1665) e Descartes (1596-1650), por esta altura o pensamento funcional tornou-se 
predominante no trabalho criativo dos matemáticos. Crê-se que a palavra função tenha sido 
introduzida por Leibniz (1646-1716) em 1673, para designar quantidades cujas variações 
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estão ligadas por uma lei; os termos constante, variável e parâmetro, também são atribuídos 
a este matemático. Crê-se ainda que, algumas décadas depois, o matemático suíço 
Leonhard Euler (1707-1783) tenha adoptado a expressão f(x) para o valor da função e 
substituído o termo quantidade por expressão analítica (Ponte, 1992; Teixeira, Precatado, 
Albuquerque, Antunes & Nápoles, 1997).  
Em suma, segundo Youschkevich (1976, citado por Pelho, 2003), o desenvolvimento 
da notação de função divide-se em três etapas principais: 
 
1) A antiguidade – Nesta fase verifica-se o estudo de alguns casos de dependência 
entre duas quantidades, sem ainda destacar a noção de variáveis e de funções; 
2) A Idade Média – Etapa em que se expressavam as noções de funções sob forma 
geométrica e mecânica, porém ainda prevalecendo as descrições gráficas ou 
verbais; 
3) O Período Moderno – A partir do fim do século XVI e especialmente durante o 
século XVII, começam a prevalecer as expressões analíticas de função, sendo que 
o método analítico de introdução à função revoluciona a matemática devido à sua 
extraordinária eficácia e assegura a esta noção um lugar de destaque em todas as 
ciências exactas. (p. 19) 
  
A Matemática que é ensinada hoje nas escolas é, basicamente, o resultado da 
evolução dos conceitos de 1000 anos. No entanto, esta tendência nem sempre é visível e o 
que é transmitido aos alunos é muitas vezes um produto acabado, desprovido de significado 
e contexto (Cotret, 1988, citada por Pelho, 2003). Para esta autora o conceito de função 
mudou muito nos últimos 100 anos, e as definições foram ficando cada vez mais abstractas, 
formais e refinadas. Segundo Ponte (1990), em Portugal, não se chegou a cair nos exageros 
cometidos noutros países, nomeadamente no período da chamada Matemática Moderna. 
Houve bom senso suficiente para não se adoptarem definições no estilo bourbakista, 
nomeadamente a de função como um conjunto de pares ordenados. Para além disso, o 
estudo da proporcionalidade directa e da proporcionalidade inversa não deixou de constar 
nos programas. 
Em geral, nos programas do Ensino Básico, tem sido adoptada a seguinte definição 
de função, que é essencialmente a mesma que foi apresentada, em 1873, por Dirichlet: 
 
Uma função f : A → B consiste em dois conjuntos, o domínio A, o conjunto de 
chegada B, e uma regra que associa a cada elemento x de A (objecto) um só 
elemento y de B (imagem). Diz-se neste caso que a função está definida em A 
com valores em B. (Teixeira et al., 1997, p. 13) 
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Segundo Lima (1992) a natureza da regra que leva a obter o valor de f(x)B quando 
é dado xA é inteiramente arbitrária, sendo sujeita apenas a duas condições: 
 
1.ª Não deve haver excepções: a fim de que f tenha o conjunto A como domínio, a regra 
deve fornecer f (x) para todo o xA; 
2.ª Não deve haver ambiguidades: a cada xA, a regra deve fazer corresponder um 
único f (x) em B. (p.11) 
 
No entanto, são muitos os autores que encontram limitações na introdução precoce 
da definição de Dirichlet no ensino. Por exemplo, para Freudenthal (1982, citado por Pelho, 
2003) na caracterização de uma função é essencial enfatizar-se a noção de dependência, 
acrescentando que: 
 
O nosso mundo não é um sistema relacional estático, mas um reino de mudanças, um 
reino de objectos variáveis dependendo uns dos outros; as funções são um tipo especial 
de dependência, isto é, entre variáveis que são distinguidas como dependentes e 
independentes. (Freudenthal in Pelho, 2003, p. 11) 
 
Cotret (1988 citada por Pelho, 2003) também defende que o ensino de funções 
através da correspondência entre dois conjuntos não é suficiente para a aprendizagem do 
conceito de função, ganhando-se muito em destacar as noções de variação e dependência, 
presentes na origem do conceito. Em Portugal, os documentos curriculares mais recentes 
(ME, 2005; ME, 2007; Ponte, Branco & Matos, 2009) defendem o estudo das funções como 
correspondência entre conjuntos e também como relação entre variáveis. Smith (2003) 
identifica estes dois modos distintos de análise de uma função e apresenta vantagens para 
ambos. Segundo este autor, uma forma de olhar para uma função diz respeito à análise do 
modo como a variação dos valores de uma variável produz variação nos valores da outra. 
De acordo com esta perspectiva, identificam-se os correspondentes padrões de variação, ou 
seja, analisa-se a co-variação de x e y. Este autor refere que a abordagem que diz respeito 
ao estudo da co-variação é utilizada pelos alunos de forma mais intuitiva, como uma 
primeira abordagem aos problemas que pretendem resolver. Deste modo, segundo Smith o 
estudo destas regularidades pode constituir a base para o desenvolvimento de uma relação 
de correspondência, que existe entre cada valor da variável x e o respectivo valor de y, e 
que pode, então, ser expressa analiticamente.  
 
Aprendizagem do conceito de função no Ensino Básico 
Segundo Ponte et al. (2009), a aprendizagem do conceito de função é preparada 
desde o 1.º ciclo do Ensino Básico, nomeadamente com o estudo das sequências. Além 
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disso, muitas situações trabalhadas em Organização e Tratamento de Dados envolvem 
correspondências entre duas variáveis que podem ser representadas em tabelas e gráficos. 
Segundo estes autores, no 2.º ciclo, assume grande relevância a resolução de problemas 
relativos a situações de proporcionalidade directa, que envolvem relações funcionais. No 
entanto, apesar de já se trabalhar com correspondências representadas por diagramas, 
tabelas e gráficos, ainda não se faz referência expressa ao conceito de função. Este 
conceito só é estudado de forma explícita no 3.º ciclo, iniciando-se com um caso particular 
das funções polinomiais, as do 1.º grau, designado por função afim, cujo gráfico é uma 
recta e cuja expressão geral é expressa na forma y = kx + b, onde k e b são números reais. 
Nesta expressão as quatro letras utilizadas assumem papéis distintos: x (variável 
independente) é o argumento da função, y (variável dependente) é o valor que a função 
toma para cada argumento, k (também designado por a ou m) é o declive e b é a ordenada 
na origem. No caso particular em que b = 0, esta relação tem a forma y = kx, situação que 
traduz uma função linear, também designada por uma função de proporcionalidade directa, 
sendo k a constante de proporcionalidade directa. Neste caso, o gráfico é uma recta que 
contém a origem do referencial. Quando k = 0, obtemos a função constante, cuja expressão 
analítica tem a forma y = b e o gráfico é uma recta horizontal. 
As funções polinomiais também são usadas para definir as funções racionais. Dá-se 
o nome de função racional, a toda a função cuja expressão analítica se pode reduzir ao 
quociente de dois polinómios, em x: 
( )
, com   ( ) 0
( )
P x
y Q x
Q x
   
Embora seja uma classe importante de funções em níveis mais avançados da 
Matemática, no Ensino Básico o seu estudo restringe-se à função de proporcionalidade 
inversa, no caso particular em que P(x) é uma constante (normalmente, designada por k) e 
Q(x) é um polinómio incompleto do 1.º grau. Portanto, uma função de proporcionalidade 
inversa, tem uma expressão geral expressa na forma       , com  , , 0k x y  . Nesta 
expressão as três letras utilizadas assumem papéis distintos: x (variável independente) é o 
argumento da função, y (variável dependente) é o valor que a função toma para cada 
argumento, k é a constante de proporcionalidade inversa. Graficamente esta função 
representa-se por uma hipérbole. 
Ponte et al. (2009), no que se refere à aprendizagem das funções no 3.º ciclo, 
defendem que “os alunos devem saber o que é uma função, identificar correspondências 
que são funções e correspondências que não são funções, reconhecer funções 
representadas de diversas formas e identificar objectos e imagens” (p.116). Porém, também 
defendem “que a abordagem da noção de função neste ciclo não privilegia os aspectos 
estritamente matemáticos do conceito, mas sim o seu uso para modelar situações da 
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realidade e para resolver problemas” (p. 116). Este contexto é, particularmente, adequado 
para a aprendizagem das funções com recurso à tecnologia, onde os alunos poderão 
modelar e resolver problemas mais complexos que, até então, lhes eram inacessíveis 
(NCTM, 2008). 
 
Dificuldades dos alunos 
São vários os autores que consideram que os alunos sentem dificuldades, na 
compreensão do conceito de função, em particular, na noção de variável, em cada uma das 
representações e na passagem de uma representação para outra. Por exemplo, Caraça 
(1951, referido por Vassallo & Soares, 2004) salientava que a noção de variável é das mais 
difíceis para os alunos, pois, é um número qualquer de um determinado conjunto, mas não é 
especificamente nenhum dos números desse conjunto. Domingos (1994) refere que, para 
além de os alunos terem dificuldade em assimilar o que é uma variável, também têm 
dificuldade em identificar as variáveis envolvidas numa determinada situação. 
Outra dificuldade relativa ao conceito de função é a própria simbologia, verificando-
se que a capacidade que alguns alunos têm para manipular os símbolos, e operar com eles, 
não é suficiente para a compreensão estrutural de uma função (Ponte et al., 2009; Sajka, 
2003; Saraiva & Teixeira, 2009).  
Nos níveis mais avançados os alunos também manifestam dificuldades neste tema. 
Uma das dificuldades apontadas expressa-se na memorização sem compreensão que os 
alunos fazem. Focando algumas conclusões de um estudo com alunos do décimo primeiro 
ano de escolaridade, Saraiva e Teixeira (2009) referem que a definição de função foi 
memorizada por alguns alunos, mas a maior parte deles associou expressões como “a cada 
objecto corresponde uma e só uma imagem” a representações gráficas que não 
representavam uma função, contradizendo a definição que haviam escrito anteriormente. 
Sfard (1991) salienta a tendência para os alunos associarem o conceito de função 
apenas a uma das suas representações. Elia (2006) num estudo que realizou com alunos de 
16 anos, com o objectivo de investigar a compreensão que estes tinham do conceito de 
função, concluiu que os alunos revelaram dificuldades em dar uma definição apropriada 
para o conceito de função e em resolver problemas que envolvessem conversões entre 
diversos modos de representação.  
No entanto, estes não são os únicos entraves à aprendizagem das funções, como 
refere Ponte (1990) uma grande parte dos alunos chega ao 3.º ciclo ainda com muitas 
dificuldades no raciocínio abstracto. Deste modo, lidar com expressões algébricas e mesmo 
com gráficos cartesianos não constitui, para a maioria, tarefa fácil. Segundo Janvier (1987, 
referido por Leinhardt, Zaslavsky & Stein, 1990), passar de uma expressão analítica para um 
gráfico envolve processos psicológicos diferentes dos da passagem do gráfico para a 
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expressão analítica. Mas Leinhardt et al. (1990) acrescentam que a passagem do gráfico 
para a expressão analítica é a tarefa mais difícil, pois envolve a detecção de padrões, 
enquanto que traçar o gráfico a partir de uma expressão analítica envolve apenas uma série 
de passos directos, que, geralmente, se traduzem em definir pares ordenados, representá-
los no referencial cartesiano e uni-los por uma linha.  
Os estudos realizados também denotam dificuldades que não se prendem 
directamente com a Matemática, como é o caso de Pelho (2003), que numa investigação 
relacionada com o estudo de funções com alunos do ensino secundário, constatou que 
responder a uma questão matemática com linguagem natural, representa dificuldades para 
a maioria dos alunos. Muitos deles optam por responder com expressões algébricas ou 
relações numéricas, sendo que: “As respostas apresentadas em linguagem natural, em sua 
maioria carecem de clareza e rigor” (p. 118).  
Dall’Anese (2000) numa investigação que realizou com estudantes universitários, 
sobre o ensino e a aprendizagem do conceito de derivada de uma função, ao comparar o 
conteúdo dos relatórios elaborados pelos alunos com o que verbalizaram nas discussões 
gerais, constatou que o facto de os alunos terem dificuldades em se expressarem por escrito 
leva a que os relatórios não façam jus aos conhecimentos dos alunos. Por outro lado, a 
dificuldade que têm na interpretação de enunciados matemáticos, leva a interpretações 
incorrectas e, consequentemente, a conjecturas sem sentido.  
São múltiplas as explicações que têm sido dadas para as dificuldades sentidas pelos 
alunos no estudo das funções. Por exemplo, para Trigueros e Ursini (2008), a compreensão 
das variáveis numa relação funcional, envolve a capacidade de: (i) reconhecer a 
correspondência entre quantidades, independentemente do tipo de representação que é 
usado; (ii) determinar o valor da variável independente dado o valor da variável dependente; 
(iii) determinar o valor da variável dependente dado o valor da variável independente; (iv) 
reconhecer a variação conjunta das variáveis que intervêm numa relação, 
independentemente da sua forma de representação; (v) determinar os intervalos de variação 
de uma das variáveis quando se conhecem os da outra; e (vi) expressar uma relação 
funcional (de forma tabular, gráfica e simbólica), com base nos dados de um problema. 
Assim sendo, a compreensão das variáveis é um processo lento e gradual.  
Por outro lado, Schoenfeld e Arcavi (1988) criticam o facto de, por vezes, os 
currículos de Matemática parecerem encarar a utilização de variáveis como algo que, após 
alguma prática, os alunos compreendem de modo uniforme e sem qualquer ambiguidade. 
Deste modo, argumentam que, no cenário escolar, a construção do conceito de variável é 
um processo complexo que merece atenção particular, considerando-o, mesmo, como um 
tópico central no ensino-aprendizagem da Matemática. A sua utilização, com significado, 
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pode facilitar a transição entre a Aritmética e a Álgebra e propiciar a construção de novos 
conceitos matemáticos de carácter mais avançado, noutros anos de escolaridade. 
Sajka (2003) justifica as dificuldades na notação de função pela ambiguidade que 
esta sustenta. Por exemplo, a expressão f(x) = 2x+3 pode ser vista de duas formas distintas. 
Por um lado, como um processo de cálculo, permitindo calcular o valor da função para 
argumentos particulares e, por outro, como objecto, ou seja, incorporando todo o conceito 
de função. De acordo com Sierpinska (1992, citada por Nasser, 2006), também a noção de 
gráfico de uma função é difícil, por ser uma representação estática que esconde todo o 
dinamismo das funções: 
 
O gráfico não mostra directamente como e quando um determinado ponto foi 
representado. Um objecto e a sua imagem são representados em eixos independentes. 
(...) no gráfico de uma função, um único ponto (x,y) é um símbolo que contém em si 
mesmo o argumento, o valor e a lei de associação. (p. 52) 
 
Estratégias para minimizar as dificuldades dos alunos 
Com o objectivo de tentar minimizar as dificuldades sentidas pelos alunos, Sfard 
(1991) sugere que se deve iniciar o estudo das funções introduzindo a ideia de dependência 
entre variáveis e só posteriormente a definição de função. 
Para Akgun e Ozdemir (2006) o conceito de variável está intimamente relacionado 
com o desenvolvimento do conceito de função e sublinham que é de extrema importância 
que os alunos ganhem auto-confiança na utilização de variáveis. Neste sentido, Sierpinska 
(1992, referida por Vassallo & Soares, 2004), refere a necessidade de uma tomada de 
consciência sobre a diferença entre as letras que surgem nas equações (incógnitas) e nas 
funções (variáveis e constantes).  
Ponte et al. (2009) defendem que, os alunos apresentam dificuldades em lidar 
eficazmente com a simbologia x, y e f(x), por exemplo, não conseguem entender expressões 
tais como f(5) = 3; embora seja uma simbologia largamente usada no estudo das funções, 
desde o 3.º ciclo do ensino básico ao ensino superior.  
Por outro lado, Ponte (1990) sugere que o estudo analítico das funções surja com 
base em actividades sistematicamente feitas a partir das representações numérica e gráfica. 
Trata-se de reforçar os aspectos intuitivos na fase inicial do trabalho, reservando os 
aspectos de formalização para a segunda fase. Esta ideia foi reforçada mais recentemente 
por Vassallo e Soares (2004), ao defenderem que, por meio de actividades de 
generalização, e de outras, envolvendo a passagem da linguagem algébrica para a gráfica, 
e vice-versa, se pode explicitar o sentido e a utilidade do trabalho de escrita e manipulação 
de expressões algébricas, mas também pode viabilizar a introdução dessas expressões. 
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Sendo assim, a passagem da linguagem algébrica para a gráfica e vice-versa é uma 
actividade importante a ser explorada. Arcavi (1999) defende a importância da visualização 
na aprendizagem e enumera as seguintes vantagens: (i) ilustra resultados que são 
sobretudo simbólicos; (ii) contribui para a resolução de conflitos entre as soluções 
simbólicas e as ideias intuitivas; e (iii) desencadeia o recurso a conceitos básicos, facilmente 
manuseáveis a nível simbólico. Defendendo ainda que a visualização não exclui a 
verbalização ou a linguagem algébrica, mas complementa-as. 
Segundo Slavit (1997) dar mais relevo à compreensão da co-variação pode 
proporcionar uma maior compreensão sobre o conceito de função. Neste sentido, Driscoll 
(1999) questiona como podem os alunos ser apoiados na transição entre um tipo de 
pensamento recursivo, baseado na co-variação, e o pensamento funcional, baseado na 
correspondência existente entre as variáveis. Uma estratégia possível será a reflexão sobre 
o modo como se relaciona a descrição recursiva, à qual os alunos atribuem maior sentido, 
com a relação funcional que tentam compreender. Este autor aponta, também, algumas 
estratégias que o professor pode utilizar na sala de aula, durante as discussões gerais, no 
sentido de apoiar os alunos na explicitação da relação funcional em causa. Assim, defende 
que devem ser promovidos momentos de reflexão sobre (i) a informação que é fornecida e o 
facto de permitir, ou não, prever o que irá acontecer noutros casos; (ii) a existência de 
regularidades e operações que se repitam sistematicamente ou de uma regra matemática 
que permita efectuar todas as operações de uma só vez; e, ainda, sobre (iii) a validade de 
uma determinada regra para outros casos particulares.  
Sfard (1991) propõe um modelo de desenvolvimento conceptual, que designa por 
Teoria da Reificação. Segundo a autora, na génese da maioria dos conceitos matemáticos, 
onde inclui o conceito de função, é possível encontrar duas formas de pensamento 
matemático: (i) operacional (na qual as noções são concebidas como um produto de certos 
processos); e (ii) estrutural (na qual as noções são tratadas como objectos matemáticos). A 
Teoria da Reificação surge a partir desta dualidade processo-objecto. A autora não defende 
que a aprendizagem se processa de igual modo em todos os alunos, mas acredita que nos 
diferentes processos de aprendizagem, e, independentemente, das abordagens de ensino 
utilizadas, seja possível identificar algo que lhes é comum: face a uma nova noção 
matemática, a concepção operacional é, normalmente, a primeira a ser desenvolvida (e, não 
raramente, a única); e a transição, das operações para os objectos abstractos, é um 
processo longo e difícil, realizável em três fases: interiorização, condensação e reificação. 
O aluno está na fase de interiorização, quando estabelece contacto com 
determinados processos, ao realizar operações com objectos matemáticos elementares e 
familiares, que, eventualmente, darão origem a um novo conceito. No que respeita ao 
conceito de função, o aluno encontra-se nesta fase quando aprende a noção de variável e 
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adquire a “capacidade de usar uma fórmula para encontrar valores da variável dependente” 
(p.19).  
O aluno está na fase de condensação quando os processos anteriores, 
eventualmente complicados ou longos, são comprimidos e os objectos passam a ser 
facilmente manipuláveis. No que respeita ao conceito de função, o progresso do aluno nesta 
fase poderá ser observado pela facilidade com que poderá trabalhar com uma 
correspondência como um todo, sendo capaz de “investigar funções, desenhar os seus 
gráficos [e] combinar pares de funções” (p. 19). 
A reificação acontece quando o aluno conseguir ver a nova entidade matemática 
como um objecto completo e autónomo com significado próprio. Assim, o conceito de função 
é reificado pelo aluno quando este consegue compreender perfeitamente as diversas 
representações de uma função, transitando, facilmente, entre representações. Esta última 
fase é algo que acontece de uma forma instantânea (não gradual), é “uma súbita 
capacidade de ver algo familiar numa perspectiva completamente nova” (p. 19). Ainda 
segundo Sfard, embora o processo de reificação seja difícil de atingir, deve ser estimulado 
junto dos alunos, pois uma vez conseguido, facilita a realização matemática. 
 
2.1.2. O conceito de proporcionalidade e a sua aprendizagem 
 
Conceito de proporcionalidade 
O conceito de proporcionalidade é fundamental dentro e fora da Matemática, sendo 
mesmo, para alguns autores, como Araújo e Lopes (2000), um dos conceitos matemáticos 
mais importantes. Segundo estes autores, a rede conceptual na qual este conceito está 
inserido é ampla, abrangendo o teórico e o prático, com ramificações pela aritmética, 
geometria e álgebra, comportando o discreto e o contínuo e permitindo o uso de diversas 
representações. Para Abrantes, Serrazina e Oliveira (1999), trata-se de um conceito 
fundamental para lidar com diversas situações do mundo real, bem como para o estudo de 
várias áreas do saber e para o desenvolvimento cognitivo do aluno. A sua importância é 
salientada também por Lesh et al. (1988) para quem, este conceito, por um lado, é o 
culminar da Matemática elementar e, por outro, é o alicerce da Matemática dos anos 
seguintes. Para Smith III (2002, referido por Silvestre, 2006), não existe no contexto da 
Matemática escolar elementar uma área que seja tão rica matematicamente, tão complicada 
em termos cognitivos e tão difícil de ensinar como as fracções, as razões e a 
proporcionalidade, dado que todas estas entidades expressam relações matemáticas. 
Spinillo e Bryant (1991, 1999, referidos por Spinillo, 2002) realizaram uma série de 
experiências sobre proporções em crianças de 4 a 8 anos de idade, cujos resultados, 
consistentemente, mostraram que a partir dos 6 anos as crianças demonstram ter 
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conhecimento de algumas noções sobre proporções, estabelecendo relações parte-parte, ao 
invés de relações parte-todo, para decidirem a respeito da equivalência entre quantidades 
continuas (área e volume) e discretas (número de elementos). Estes autores ainda 
verificaram que as relações parte-parte envolviam o uso da “metade” como ponto de 
referência (“mais que metade”, “menos que metade”, “igual à metade”). E ao contrário do 
sugerido por Piaget e colaboradores, verificaram que as dificuldades das crianças não 
residem nas relações de segunda ordem, mas nas relações de primeira ordem4.  
No documento Rhode Island Department of Education [RIDE] (2007) é salientado 
que as situações que traduzem uma relação de proporcionalidade directa são, 
frequentemente, descritas como situações em que quando x aumenta y também aumenta e 
as que traduzem uma relação de proporcionalidade inversa são descritas como situações 
em que quando x aumenta y diminui. Porém, sublinha-se o facto de estas descrições serem 
verdadeiras somente quando a constante de proporcionalidade, k, é positiva. Graficamente 
significa que quer a recta, quer a hipérbole se situam nos quadrantes ímpares. Neste 
documento, ainda é referido que o professor tem de ser cuidadoso quando faz tais 
afirmações, e deve ter sempre presente se, no problema em estudo, a constante de 
proporcionalidade é positiva ou negativa. Ponte et al. (2009) mostraram uma preocupação 
acrescida em relação a este assunto, referindo que numa relação de proporcionalidade 
directa não basta pensar que os valores da variável dependente aumentam, quando 
aumentam os da variável independente. É necessário que esse aumento seja dado pelo 
mesmo factor (isto é, a razão entre os valores correspondentes das variáveis deve ser 
constante).  
Segundo Vergnaud (1997, referido por Silvestre, 2006), os dois principais campos 
conceptuais da aritmética elementar são os das estruturas aditivas e das estruturas 
multiplicativas. O campo conceptual das estruturas aditivas é o conjunto das situações que 
implica várias adições ou subtracções e o campo conceptual das estruturas multiplicativas é 
o conjunto de situações cujo tratamento implica uma ou várias multiplicações ou divisões. 
Singer, Kohn e Resnick (1997) mencionam dois requisitos fundamentais para a existência 
de um verdadeiro raciocínio proporcional: (i) a mudança da atenção das relações aditivas 
para as relações multiplicativas entre os números; e (ii) a habilidade para pensar 
fluentemente dentro e entre espaços de medida. Segundo estas autoras o raciocínio escalar 
ocorre quando são realizadas transformações paralelas dentro do mesmo espaço de 
                                                 
4
 O seguinte problema é um excelente exemplo para ilustrar relações de primeira e de segunda ordem. “Uma 
jarra contém uma bebida preparada com dois copos de concentrado de laranja e dois copos de água. Uma outra 
jarra contém três copos de concentrado de laranja e três copos de água. Qual delas tem um sabor mais intenso a 
laranja, ou têm o mesmo sabor?”. Para resolver este problema, um aluno pode, inicialmente, estabelecer uma 
relação entre o número de copos de concentrado de laranja e de água em cada jarra. As relações entre 
concentrado vs. água em cada jarra (2:2 vs. 3:3) são as relações de primeira ordem. A relação de segunda 
ordem consiste em comparar essas duas relações, a fim de verificar se são equivalentes ou não (Spinillo, 2002). 
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medida; por exemplo, “se uma pessoa pensa que 6 canetas custam 3$, então 12 canetas 
irão custar 6$, porque se o número de canetas duplica então a quantia de dinheiro também 
deve duplicar” (p. 129). O raciocínio funcional ocorre quando são estabelecidas relações 
entre duas variáveis diferentes; por exemplo, “se um individuo pensa que o preço das 
canetas do exemplo antecedente é 2 canetas por 1$ e usa esta relação funcional para 
calcular o preço de diferente número de canetas” (p. 129). 
Segundo Spinillo (2002), diversos autores têm convergido no sentido de 
considerarem que o raciocínio proporcional requer: (i) reconhecer a equivalência entre 
situações distintas; (ii) pensar em termos relativos e não apenas em termos absolutos (o 
pensamento absoluto é pensar de forma aditiva; o pensamento relativo é pensar de forma 
multiplicativa); e (iii) estabelecer uma relação entre duas relações (isto é, uma relação de 
segunda ordem, que liga duas relações de primeira ordem), em vez de, simplesmente, uma 
relação entre dois objectos concretos. Esta última capacidade, que se vai desenvolvendo ao 
longo da educação básica, inclui a decisão sobre o tipo de relação numérica a aplicar 
(proporcionalidade directa, proporcionalidade inversa, raciocínio aditivo ou outra), a decisão 
sobre as operações a realizar e, ainda, a execução destas (Abrantes et al., 1999).  
A importância do conceito de proporcionalidade, a sua complexidade e o fraco 
desempenho dos alunos na resolução de situações problemáticas relacionadas com o 
raciocínio proporcional, bem como o insucesso na aprendizagem da Álgebra, 
frequentemente referido como impeditivo do acesso a vários domínios do saber, motivaram 
o desenvolvimento de um vasto conjunto de investigações, particularmente durante a última 
metade do século passado (Silvestre, 2006), onde tem sido dada especial atenção ao tipo 
de problemas propostos, às estratégias utilizadas na sua resolução e às dificuldades 
sentidas pelos alunos. 
As investigações realizadas levam diversos autores (Cramer, Post & Currier, 1993; 
Post, Cramer, Harel, Kieran & Lesh, 1998; Spinillo, 2002) a referir que o ensino formal da 
proporcionalidade deve ser precedido por experiências informais durante os primeiros anos 
de escolaridade. Ou seja, os alunos não devem usar estratégias de cálculo (como o 
algoritmo do produto cruzado) sem compreenderem as situações de proporcionalidade 
directa e sem terem tido a oportunidade de explorar e usar estratégias informais para 
resolver problemas sobre proporcionalidade. Um estudo realizado por Nunes, Schliemann e 
Carraher (1993, referido por Stanley, McGowan & Hull, 2003) mostrou que os alunos 
esquecem rapidamente o método da multiplicação cruzada e preferem recorrer a outros 
métodos, que lhes fazem mais sentido, quando solicitados a resolver problemas do dia-a-
dia. Indo mais além nesta perspectiva, Stanley, McGowan e Hull (2003) argumentam que a 
abordagem tradicional de ensino para o desenvolvimento do pensamento proporcional, em 
que os alunos fazem operações com proporções, tendo surgido numa época em que se 
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valorizava a mecanização de procedimentos em detrimento do raciocínio “é essencialmente 
um beco sem saída que não leva a representações em termos de gráficos e funções” (p. 
11). Sendo assim, está ultrapassada, e deve ser substituída por outra em que os alunos se 
envolvam em actividades que os ajudem a descobrir que na proporcionalidade existe a 
variação mútua de duas grandezas. Com estes pressupostos, Ponte, Silvestre, Garcia e 
Costa (2010) organizaram um conjunto de materiais onde procuram contrariar a ideia 
redutora de que a resolução de problemas que envolvem relações proporcionais tem 
sempre de ser feita usando a regra de três simples. Em contrapartida, dão ênfase às 
relações multiplicativas que se encontram numa relação de proporcionalidade. Essas 
relações envolvem dois aspectos: a co-variação de grandezas e a invariância entre 
grandezas. Partindo destes autores, estendi estas ideias à proporcionalidade inversa, como 
mostram as duas figuras seguintes. 
 
 Co-variação de grandezas (representadas por variáveis): 
 
  Proporcionalidade directa                                      Proporcionalidade inversa 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 1 – Extensão da esquematização da co-variação de grandezas apresentada por Ponte et 
al. (2010). 
 
 Invariância entre grandezas (representadas por variáveis): 
 
  Proporcionalidade directa                                      Proporcionalidade inversa 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2 – Extensão da esquematização da invariância entre grandezas apresentada por Ponte et 
al. (2010). 
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Vários autores, nos estudos que realizaram, identificaram e caracterizaram as 
estratégias usadas pelos alunos, nomeadamente com idades compreendidas entre 11 e 16 
anos (Post, Behr & Lesh, 1988; Cramer et al., 1993), na resolução de situações 
problemáticas em que existia uma relação proporcional: 
 
(i) Estratégia da razão unitária – “Quanto para um” é a estratégia mais intuitiva 
(cálculo da constante de proporcionalidade); 
(ii) Estratégia do factor de mudança (também conhecida como factor escalar) – 
“Tantas vezes como” é equivalente a encontrar a relação multiplicativa dentro de 
um espaço de medida; 
(iii) Estratégia da comparação das razões – Associada a problemas de comparação, 
que permite comparar as razões unitárias através de duas divisões; 
(iv) Estratégia do algoritmo do produto cruzado – Também conhecida como “regra de 
três simples”. 
 
Relativamente à aprendizagem da proporcionalidade, Ponte et al. (2009) defendem 
que,  
 
os alunos devem saber reconhecer uma relação de proporcionalidade directa [ou 
inversa] em situações dadas em linguagem natural, através de tabelas de valores, 
através de gráficos ou através de expressões analíticas da função. Progressivamente, 
devem conseguir traduzir informação de forma eficaz entre os vários tipos de 
representação e usá-la na resolução de problemas. (pp. 131 e 132)  
 
Dificuldades dos alunos 
Dooren, Bock, Hessels, Janssens e Verschaffel (2005) investigaram o 
desenvolvimento da aplicação errada do raciocínio proporcional em função da idade e da 
experiência educacional dos alunos. Aplicaram um teste a 1062 alunos do 2.º ao 8.º ano de 
escolaridade que consistia em alguns problemas aritméticos com relação de natureza 
proporcional e não proporcional do tipo “valor omisso”. Tal como esperavam, verificaram que 
os alunos tendem a aplicar “métodos proporcionais” em situações em que esses métodos, 
claramente, não se aplicam. Embora estes erros se verificassem em alunos do 2.º ano, o 
seu número aumentou consideravelmente até ao 5.º ano, paralelamente ao crescimento da 
capacidade de raciocínio proporcional dos alunos. Estes começaram a distinguir as relações 
proporcionais com mais frequência a partir do 6.º ano, mas, ainda assim, os alunos do 8.º 
ano cometeram muitos erros. 
Cordeiro e Floriani (2005) realizaram uma investigação com alunos do 6.º ano, do 8.º 
ano e do 10.º ano, onde estudaram as estratégias que estes utilizaram para resolver 
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problemas de proporcionalidade directa e inversa. Estes autores concluíram que a 
construção do conceito de proporcionalidade é progressiva, podendo ser observada a 
compreensão do conceito numas situações e noutras não. Justificam esta diferença com a 
maior ou menor familiaridade dos alunos com as situações, por exemplo, os problemas de 
proporcionalidade directa são mais familiares que os de proporcionalidade inversa, tanto na 
escola como no dia-a-dia. A opção pela regra de três simples demonstrou-se eficaz na 
resolução dos problemas de proporcionalidade directa, pelos alunos que já dominavam a 
técnica do algoritmo. No entanto, os autores consideram que o uso eficaz dessa estratégia 
não implica que os alunos compreendam o conceito de proporcionalidade. Também a 
utilização incorrecta do algoritmo da regra de três simples nos problemas de 
proporcionalidade inversa evidencia que alguns alunos o utilizam sem terem noção das 
relações que nele estão representadas. Estes autores defendem que quando os alunos 
chegam à escola trazem alguns conceitos matemáticos, competindo aos professores 
identificar esses conceitos e dar continuidade a esse processo construtivo, não se devendo 
preocupar apenas com o ensino de algoritmos. 
A literatura sobre raciocínio proporcional aponta diversas condicionantes do 
desempenho dos alunos e sugere algumas alterações na metodologia de ensino. Autores 
como English e Halford (1995) apontam que a proporcionalidade é leccionada isoladamente 
sem ser relacionada com outros tópicos dos programas. Behr, Harel, Post e Lesh (1992) 
indicam que, por vezes, não são contemplados no currículo matemático elementar conceitos 
básicos relacionados com as estruturas multiplicativas. No documento RIDE (2007) é 
referido que, em geral, os manuais escolares abordam apenas um único método de 
resolução (multiplicação cruzada) e não fazem referência, na mesma secção/unidade (ou 
até capítulo) a situações que levem os alunos a distinguir entre relações que envolvem 
proporcionalidade e relações que não envolvem, sendo que, a capacidade de distinguir 
estas situações é um aspecto essencial do raciocínio proporcional. Além disso, nem sempre 
se fazem conexões geométricas (ou seja, situações directamente proporcionais podem ser 
modeladas por linhas rectas que passam pela origem do referencial) ou conexões entre 
representações.  
 
Estratégias para minimizar as dificuldades dos alunos 
Com o objectivo de minimizar as dificuldades sentidas pelos alunos, têm sido 
apontadas várias estratégias. Spinillo e Bryant (1991, 1999, referidos por Spinillo, 2002) 
defendem que as “crianças podem ser ensinadas a fazer julgamentos proporcionais, sendo 
a estratégia de “metade” um referencial importante que auxilia a lidar com as quantidades e 
as relações cruciais ao raciocínio proporcional” (p. 1). Silvestre e Ponte (2009), 
sistematizando ideias de diversos autores, apontam três aspectos que devem ser tidos em 
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consideração no desenvolvimento do raciocínio proporcional: (i) distinguir relações de 
proporcionalidade directa daquelas que o não são; (ii) compreender a natureza multiplicativa 
da relação de proporcionalidade directa; e (iii) resolver vários tipos de problemas, revelando 
flexibilidade para usar diferentes abordagens, sem ser afectado pelos dados numéricos, pelo 
contexto e pela forma como os problemas são apresentados (texto, gráficos, tabelas, 
razões). No entanto, Ponte et al. (2009) referem que, a distinção entre situações de 
proporcionalidade directa e inversa requer algum tempo. O Rational Number Project [RNP] é 
um projecto que tem como foco principal reforçar as capacidades dos alunos no raciocínio 
proporcional5. Num conjunto de lições, disponibilizado no site que é usado para divulgar os 
resultados das pesquisas, são dadas algumas informações que mostram como se pode 
desenvolver a compreensão explícita sobre proporcionalidade. Uma ideia forte é que os 
alunos devem realizar experiências que envolvam relações proporcionais e não 
proporcionais, recolher e representar dados em tabelas e determinar uma regra que 
relacione os pares numéricos da tabela. Outra ideia importante é que os alunos devem 
representar graficamente os dados das suas experiências e devem ser encorajados a 
identificar as características dos gráficos que representam relações proporcionais. Também 
para English e Halford (1995), as tabelas são uma forma, particularmente, importante de 
explorar as relações de natureza multiplicativa.  
 
2.1.3. O conceito de representação e o seu papel na aprendizagem das funções 
 
Conceito de representação 
Segundo o NCTM (2008) “o termo representação refere-se (...) à aquisição de um 
conceito ou de uma relação matemática expressa numa determinada forma e à forma, em si 
mesma” (p. 75). Ainda segundo este documento,  
 
quando os alunos conseguem aceder às representações matemáticas e às ideias que 
elas expressam, ficam com um conjunto de ferramentas que aumentam 
significativamente a sua capacidade de pensar matematicamente. (p.75) 
 
É necessário estimular os alunos para a representação das suas ideias, ainda que, 
inicialmente, estes o façam recorrendo a formas não convencionais, mas que para eles têm 
sentido. Todavia, é importante que os alunos aprendam formas de representação 
convencionais, para facilitar quer a aprendizagem da Matemática, quer a comunicação das 
suas ideias matemáticas (NCTM, 2008). Existem quatro formas de representar uma função, 
reconhecidas como convencionais e fundamentais: (i) através de enunciados verbais, 
                                                 
5
 Os resultados das pesquisas são divulgados no site: http://education.umn.edu/rationalnumberproject/. 
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usando a linguagem natural (representação verbal); (ii) graficamente, usando esquemas, 
diagramas, gráficos cartesianos e outros gráficos (representação gráfica); (iii) 
aritmeticamente, com recurso a números organizados ou não em tabelas (representação 
numérica ou tabular); e (iv) algebricamente, usando símbolos literais, fórmulas e 
correspondências (representação simbólica). No entanto, no 3.º ciclo, as representações 
consideradas mais importantes são a gráfica, a tabular e a simbólica (ME, 2007; Ponte et al., 
2009).  
 
O papel das diferentes representações 
1. Vantagens e desvantagens. Bieda e Nathan (2009) realizaram um estudo, com 
alunos entre o 6.º ano e o 8.º ano de escolaridade, onde analisaram os seus gestos e 
discursos, durante entrevistas clínicas, a fim de perceberem como é que estes usam os 
gráficos cartesianos quando raciocinam sobre tarefas de generalização de padrões. Deste 
modo, estudaram a fluência representacional dos alunos, definida como a capacidade de 
trabalho dentro e entre representações. A resposta para algumas das questões 
apresentadas não se encontrava na parte do gráfico que foi disponibilizada, o que levou os 
alunos a um impasse. Durante esses momentos de impasse, os quais foram denominados 
de disfluências representacionais, foram observadas três categorias de comportamento: (i) 
os alunos que apenas trabalham sobre o gráfico delimitado pelos seus limites físicos e 
numéricos, ou seja, sobre a parte do gráfico que está representada, não colocam a hipótese 
de alterar o gráfico nem de mudar de representação; (ii) os alunos que inicialmente 
apresentam uma visão limitada do gráfico, a qual limita a sua capacidade de fazer previsões 
distantes, mas que, a partir de um determinado momento, alteram a configuração espacial 
do gráfico, alterando a escala ou aumentando os eixos, continuando o padrão apresentado; 
e (iii) os alunos que recuperaram de, pelo menos, uma dessas disfluências, traduzindo a 
informação quantitativa (representação numérica) numa representação equivalente (isto é, 
exibindo fluência representacional), mantendo a conexão com a representação gráfica. Os 
autores concluíram que para os alunos que se encontram na segunda categoria, a restrição 
de ter uma janela finita pode ser contornada com a ajuda da tecnologia, como a calculadora 
gráfica, onde não existe um limite teórico para visualizar a janela. E embora o 
comportamento, manifestado pela terceira categoria de estudantes, em relação ao gráfico, 
seja o desejado, não é suficiente para um desempenho correcto nas tarefas de previsão 
distante. Assim sendo, o professor deve levar os alunos a encontrarem uma expressão ou 
uma regra generalizada que represente uma relação entre os pontos. Os autores referem, 
que o estudo sugere, que a construção de competência na utilização de gráficos cartesianos 
como ferramenta para generalizar padrões exige um esforço pedagógico contínuo por parte 
do professor.  
 23 
Friedlander e Tabach (2001) num estudo que elaboraram com 70 alunos do 7.º ano 
de escolaridade, apresentaram as poupanças de quatro crianças ao longo de um ano, cada 
uma numa representação diferente (tabular, verbal, gráfica e simbólica), para além disso, 
ainda apresentaram uma tarefa onde constavam uma tabela e um gráfico, que 
evidenciavam, em simultâneo, as poupanças de duas dessas crianças. As questões 
colocadas nesta tarefa pretendiam que os alunos relacionassem as duas poupanças, por 
exemplo, encontrando a semana em que estas eram iguais, ou determinando a diferença 
máxima entre os valores das duas poupanças. Os autores concluíram que os alunos 
manifestaram preferência pelas representações verbal e tabular, sendo que a escolha da 
representação a utilizar é influenciada por uma combinação de vários factores, 
nomeadamente pela análise que fazem do problema e pela sua preferência pessoal. Estes 
autores apresentam, para cada tipo de representação, algumas vantagens e desvantagens: 
(i) a representação verbal, que normalmente se utiliza na colocação do problema e na 
interpretação dos resultados, evidencia a conexão entre a Matemática e outras áreas do 
conhecimento, e entre a Matemática e situações do quotidiano, mas a dependência desta 
pode ser um obstáculo à comunicação matemática; (ii) a representação gráfica é intuitiva e 
apelativa, devido ao seu carácter visual, mas, geralmente, apresenta apenas uma parte do 
domínio e pode não ter a precisão necessária à resolução de alguns problemas; (iii) a 
representação tabular, familiar aos alunos quando iniciam o estudo da Álgebra, é muito 
importante na compreensão inicial de um problema e na investigação de casos particulares, 
mas a sua falta de generalidade pode ser uma desvantagem, tendo um potencial limitado no 
que respeita à resolução de problemas; e (iv) a representação simbólica é concisa, geral e 
efectiva na apresentação de padrões e modelos matemáticos, sendo muitas vezes a única 
forma de justificar ou provar afirmações gerais, mas uma utilização exclusiva de símbolos 
algébricos (em qualquer fase de aprendizagem), pode dificultar a compreensão e a 
interpretação de resultados. 
As representações têm vindo a assumir especial destaque nas orientações 
curriculares para o ensino da Matemática. No Programa de Matemática do Ensino Básico 
(ME, 2007) as representações matemáticas constituem um dos nove objectivos gerais do 
ensino da Matemática: Os alunos devem ser capazes de lidar com ideias matemáticas em 
diversas representações. Na página 5 pode ler-se:  
 
Os alunos devem conhecer e compreender os diferentes tipos de representações, ser 
capazes de as utilizar em diferentes situações e de seleccionar a representação mais 
adequada à situação. 
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Estas orientações são semelhantes às preconizadas, por exemplo, pelo NCTM (2008). 
Neste documento, na norma relativa ao estudo da Álgebra e, em particular, na secção das 
funções, é referido que: 
 
Nos 2.º e 3.º ciclos, os alunos deverão ser capazes de compreender as relações entre 
tabelas, gráficos, e símbolos e de avaliar as vantagens e as desvantagens de cada 
forma de representação, consoante os objectivos em causa. À medida que trabalham 
com representações múltiplas de funções, incluindo numéricas, gráficas e simbólicas, 
irão desenvolver um conhecimento mais compreensivo das funções. (p. 40) 
 
2. Transição/Articulação entre representações. São vários os autores que consideram 
que a aquisição de um conhecimento, especialmente se for matemático, recorre à noção de 
representação e quanto maior for a possibilidade de articulação entre diferentes registos de 
representação do mesmo objecto matemático, maior será a possibilidade de apreensão 
desse objecto.  
Para Ponte (1990) o ensino das funções deverá atender à necessidade de articular, 
de forma permanente, as várias formas de representação conhecidas pelos alunos. Even 
(1998) considera que as conexões entre diferentes representações desenvolvem a 
compreensão da essência do conceito, uma vez que o falar sobre a mesma ideia de formas 
distintas pode esclarecer ambiguidades provenientes de uma representação em particular. 
As representações múltiplas podem, pois, ser uma ferramenta poderosa para facilitar a 
compreensão dos alunos (Tripathi, 2008; Bieda & Nathan, 2009). 
Friedlander e Tabach (2001) acrescentam que o trabalho com várias representações 
permite eliminar as desvantagens de cada uma delas, tornando “o processo de 
aprendizagem da Álgebra significativo e efectivo” (p. 173).  
Coulombe e Berenson (2001) apresentam uma experiência em que utilizaram 
problemas contextualizados com alunos que estavam a iniciar o estudo da Álgebra. Os 
autores pretendiam obter informações sobre a capacidade de os alunos interpretarem 
gráficos, tabelas e representações verbais de funções definidas por ramos. A análise das 
resoluções dos problemas permitiu concluir que a capacidade de interpretação de funções 
lineares varia de acordo com a natureza dos padrões de co-variância, tendo sido mais fácil 
para os alunos a interpretação de situações em que as duas variáveis cresciam em 
simultâneo. Este estudo sugere que a descrição de relações entre duas variáveis, em 
contextos reais, em diferentes representações, é importante para o desenvolvimento de 
conceitos associados ao estudo das funções lineares. 
Para Moschkovich, Schoenfeld e Arcavi (1993, referidos por Coulombe & Berenson, 
2001), se pensarmos em representação, não apenas como uma imagem (por exemplo, 
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gráfico, tabela, esquema), mas como um processo de iluminação de ideias, podemos 
perceber melhor a sua utilidade na aprendizagem da Matemática. A interpretação e a 
conexão entre representações são ferramentas que podem ampliar o pensamento algébrico 
dos estudantes, ajudando-os a construir as suas imagens mentais de padrões e de funções. 
Guerreiro (2009) realizou um estudo, com quatro alunos de uma turma de 10.º ano, 
no início do ano lectivo, onde pretendia identificar o conhecimento e as capacidades dos 
alunos resolverem problemas envolvendo funções afim e de proporcionalidade inversa, em 
diferentes representações, em particular na representação simbólica. A autora no que diz 
respeito à relação entre as representações gráfica e simbólica, concluiu que nenhum dos 
alunos associa directamente as expressões analíticas das funções aos respectivos gráficos, 
utilizando as representações numéricas como passo intermédio, através da análise pontual 
do gráfico ou da expressão. Segundo a autora, este resultado mostra, por um lado, a 
importância da representação numérica na compreensão inicial de um problema e, por 
outro, mostra que os alunos reconhecem a possibilidade de mudança de registo de 
representação, sendo, no entanto, incapazes de a concretizar. Todos os alunos revelaram 
capacidade de passar da representação simbólica para a numérica, uma vez que todos 
utilizam a expressão analítica para calcular valores. Mas, de um modo geral, os alunos 
sentiram dificuldade na escrita de expressões. A autora refere que os resultados relativos à 
relação entre as representações simbólica, verbal, numérica e gráfica sugerem que o 
processo de transição entre representações não é trabalhado adequadamente no ensino 
básico, sendo cada representação trabalhada isoladamente e sem serem estabelecidas 
conexões com as outras representações. 
O aspecto comunicativo das representações é destacado por Seeger (1998), para 
quem as representações reflectem a nossa actividade sobre os objectos, sendo a sua 
função orientar o trabalho. Com base nesta ideia, o autor defende que as representações 
permitem várias explorações do mesmo objecto, o que, por seu turno, conduz a mudanças 
na dinâmica das aulas, nomeadamente a existência de mais momentos de argumentação e 
discussão colectivas.  
Para Duval (1999, citado por Pelho, 2003), como os objectos matemáticos são 
abstractos, não directamente acessíveis à percepção, necessitam para a sua apreensão do 
uso de uma representação, considerando mesmo que não há conhecimento matemático que 
possa ser adquirido sem o auxílio de uma representação, e que a conceptualização e a 
aquisição de conhecimentos ocorrem somente quando o aluno consegue “transitar”, 
naturalmente, por diferentes registos. No entanto, Duval (2004) considera que a mudança de 
representação, nomeadamente nas ligações entre fórmulas, gráficos e diagramas, bem 
como na interpretação de gráficos e na manipulação de símbolos é, para muitos alunos, 
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uma operação difícil. Segundo este autor, para muitos alunos, a compreensão de um 
determinado assunto acaba quando se altera o sistema de representação.  
Scheuermann e Garderen (2008) consideram que algumas representações são mais 
úteis que outras e devemos conhecer o motivo que leva o aluno a optar por uma 
representação em detrimento de outra, e a usá-la como uma ferramenta para resolver 
correctamente problemas de Matemática. Acrescentam, ainda, que um pequeno desenho ou 
uma representação gráfica por mais simples que seja, pode fornecer muita informação sobre 
a compreensão do aluno relativamente a um conceito matemático.  
No estudo desenvolvido por Brown e Mehilos (2010), alguns alunos desenvolveram 
rapidamente a facilidade em manipular os símbolos e perceberam o seu potencial, outros 
continuaram a mostrar preferência pelo uso de tabelas, usando-as como um suporte 
enquanto procuravam ficar confortáveis com as expressões algébricas. Estas autoras 
consideram que as tabelas fazem com que os alunos se sintam mais confiantes no trabalho 
algébrico, encorajando-os a persistir, pelo que, são ferramentas poderosas para ajudá-los a 
dar significado a variáveis e a expressões algébricas. 
Tripathi (2008) apresenta algumas sugestões que podem encorajar os alunos a 
trabalhar e a relacionar as várias representações: (i) incluir problemas que apelem às 
capacidades visuais dos alunos; (ii) colocar questões que permitam usar várias 
representações; (iii) usar tecnologia que suporte a representação visual e permita a 
construção de conexões; e (iv) usar estratégias de avaliação de forma construtiva. 
Em síntese, o estabelecimento de relações entre as várias representações de uma 
função é um aspecto importante a considerar-se no processo de ensino e aprendizagem, 
que deve contemplar o estabelecimento e compreensão de relações entre vários tipos de 
representações matemáticas, para promover o desenvolvimento de diversos tipos de 
conexões e, consequentemente, a compreensão do conceito de função (Abrantes et al., 
1999; Bieda & Nathan, 2009; Andrade & Saraiva, 2011). Embora cada representação tenha 
as suas desvantagens, o seu uso combinado pode colmatar as desvantagens e ser uma 
ferramenta eficaz no trabalho com funções (Kaput, 1992, referido por Friedlander & Tabach, 
2001).  
É inegável a importância que alguns autores têm atribuído à transição e articulação 
entre representações na aprendizagem das funções, mas também são vários os autores que 
defendem que a transição e articulação entre representações é bastante beneficiada pelo 
uso de tecnologia adequada. Assim sendo, justifica-se uma abordagem mais pormenorizada 
deste tema na secção seguinte. 
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2.2. A tecnologia na aprendizagem da Matemática 
 
Nesta secção pretende-se debater o peso que a tecnologia tem no currículo, no 
ensino da Matemática e, em particular, no ensino das Funções. Pretende-se ainda analisar 
os benefícios e as dificuldades que lhe estão subjacentes, nomeadamente no que concerne 
ao uso do computador e da calculadora gráfica. É importante que os professores e 
investigadores conheçam e compreendam a forma como os alunos vêem a tecnologia e se 
relacionam com ela, sendo assim, a última parte desta secção é dedicada a esta temática.  
 
2.2.1. A tecnologia no currículo 
 
No final do século XX, a difusão da tecnologia veio alterar de uma forma marcante o 
nosso quotidiano. A sua evolução rápida e permanente levou a importantes transformações 
e modificações, nomeadamente na área da educação. A procura de novas formas de chegar 
aos alunos, e de auxiliar as suas aprendizagens, tem trazido para dentro das escolas 
ferramentas cuja manipulação nem sempre é simples, mas que podem proporcionar 
melhores condições para o ensino.  
No seminário de Vila Nova de Milfontes, em 1988, do qual resultou um livro, 
intitulado “Renovação do Currículo em Matemática”, foram analisados os desafios colocados 
pelas tecnologias ao currículo de Matemática. Um deles é directo, pois com o recurso às 
tecnologias alguns processos tradicionais, como os algoritmos aritméticos, ficam obsoletos; 
o outro desafio é indirecto, porque o seu desenvolvimento torna alguns objectivos 
educacionais e conteúdos muito mais relevantes do que os vigentes. Neste sentido, este 
documento (APM, 1988) apontava algumas das transformações nos conteúdos, nos 
objectivos e nas metodologias educativas, recorrentes da utilização de recursos 
tecnológicos, nomeadamente: (i) uma maior ênfase na resolução de problemas; (ii) uma 
preocupação marcante de ligação da Matemática com a realidade; (iii) uma atenção mais 
significativa ao cálculo mental e à estimação; (iv) uma maior ênfase nas ideias de 
funcionalidade, trabalhando em pormenor exemplos simples das funções e aplicando-os a 
situações da vida real ou de outras disciplinas; (v) a introdução de noções elementares de 
Estatística e de Probabilidades; (vi) uma maior importância dada consistentemente aos 
números decimais, secundarizando as fracções e cuidando da compreensão do sistema 
decimal de posição; e (vii) uma diminuição das exigências relativamente à execução de 
algoritmos. A sua utilização na sala de aula provoca então uma mudança profunda no papel 
do professor, que terá de aceitar uma perda gradual do seu controlo: “na nova aula de 
matemática, o professor deixará de ter meramente o papel de fornecedor da informação 
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para passar a ser também um organizador das actividades, um facilitador da aprendizagem, 
um dinamizador do trabalho, um companheiro de descoberta” (APM, 1988, p. 54).  
A tecnologia é um tema de grande importância, dado o papel chave que tem 
desenvolvido na inovação curricular em Matemática, que leva, por exemplo, o NCTM (2008) 
a dedicar-lhe um dos seus seis princípios, onde se defende que a “tecnologia não só 
influencia o modo como a matemática é ensinada e aprendida, como também afecta o que é 
ensinado e o momento em que determinado tema é abordado” (p. 28).  
 Em Portugal, as novas tecnologias, nomeadamente as calculadoras e os 
computadores, estão presentes no currículo de Matemática e constam das orientações 
metodológicas dos programas desta disciplina, desde o ano lectivo 1990/91 (Romano & 
Ponte, 2008). No Programa de Matemática do Ensino Básico, preconiza-se uma 
aprendizagem das funções com referências fortes às várias formas de representação e à 
análise, interpretação e comparação de gráficos, onde se sugere a utilização do 
computador, nomeadamente da folha de cálculo, por ser: 
 
um bom recurso para apoiar os alunos no estabelecimento de relações entre a 
linguagem algébrica e os métodos gráficos, na realização de tarefas de exploração e 
investigação e na resolução de problemas. (ME, 2007, p. 56) 
 
Neste campo, as orientações metodológicas para o ensino da Matemática nos CEF’s 
vão mais além, uma vez que o uso do computador tem carácter obrigatório:  
 
O computador, pelas suas potencialidades, nomeadamente nos domínios da geometria 
dinâmica e da representação gráfica de funções e da simulação, permite actividades não 
só de exploração e pesquisa como de recuperação e desenvolvimento, pelo que constitui 
um valioso apoio a estudantes e professores, devendo a sua utilização considerar-se 
obrigatória neste programa. (ME, 2005, p. 9) 
 
Segundo Oliveira e Domingos (2008), apesar de, no nosso país, os documentos 
curriculares dos vários níveis de escolaridade, terem vindo, desde a década de 90, a incluir 
explicita ou implicitamente a tecnologia nas suas orientações para o ensino, a utilização 
sustentada e continuada de software, não tem tido um impacto significativo nas práticas 
profissionais. 
 
2.2.2. Dificuldades sentidas no uso da tecnologia 
 
Vários autores têm defendido que tirar partido das potencialidades do computador 
nem sempre é tarefa fácil para os professores. Por exemplo, para Canavarro (1994) os 
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constrangimentos são de vária ordem e vão desde a preparação das tarefas, à condução da 
aula, com as dificuldades de gestão do tempo e de acompanhamento dos grupos. Também 
surgem muitas dúvidas, nomeadamente saber como lidar com as descobertas não previstas 
dos alunos, como conjugar o trabalho dos alunos com o computador e sem ele, e como 
sistematizar colectivamente os resultados obtidos com a ajuda do computador.   
Segundo Garcia, Martínez e Miñano (1995), quando um professor decide pôr em 
prática uma experiência com o uso da tecnologia, depara-se com uma série de questões: 
 
1. Que tipo de problemas propor? 
2. Como e em que casos permitir o uso do computador? 
3. Como evitar que a aula de Matemática se converta numa aula de aprender a 
usar uma ferramenta informática? 
4. Como evitar que os alunos percam o interesse em aprender as técnicas 
básicas de cálculo?  
5. Como fomentar o sentido crítico? 
 
Em relação à primeira questão, estes autores referem a necessidade de se 
formularem problemas que permitam satisfazer os objectivos curriculares, aproveitando a 
capacidade do computador e jamais competindo com ele.  
O tipo de uso do computador dependerá dos objectivos concretos em cada situação. 
Os autores defendem o seu uso sempre que favoreça o alcance dos mesmos e 
desaconselham-no nos casos em que não o facilite. Deste modo, o computador será um 
reforço positivo e não um obstáculo. Uma vez alcançado o equilíbrio, os próprios alunos 
regulam o uso e decidem, por si mesmos, que tarefa encarregar à máquina e que cálculos 
fazer à mão. 
Relativamente à terceira questão, estes autores defendem que um requisito 
fundamental de qualquer ferramenta nova que se pretenda utilizar na aula é o de minimizar 
o tempo empregue na sua aprendizagem. Assim, o professor deverá preparar as actividades 
práticas com todas as instruções detalhadas, com a precisão necessária, para que o aluno 
não se depare com dificuldades que não sejam de Matemática. Referem ainda que, a 
eleição da ferramenta a utilizar deve fazer-se tendo em conta que a dificuldade do uso pode 
conduzir a uma desmotivação.  
Para que os alunos não percam o interesse nas regras básicas de cálculo, defendem 
que é preciso ter em mente que não se trata só de formar pessoas que sejam capazes de 
usar os computadores de hoje, mas sim pessoas que possam vir a construir os 
computadores de amanhã.  
De modo a fomentar o sentido crítico, os autores referem que é preciso evitar a todo 
o custo a fé cega no computador. Para tal, pode-se tirar partido das falhas que, 
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inevitavelmente, qualquer software apresenta, procurando situações contraditórias, que 
obriguem o aluno a analisar a coerência dos resultados. Também é recomendada a 
resolução do mesmo problema por diferentes procedimentos (por exemplo, gráfico, 
numérico e analítico). 
Mas as dificuldades no uso da tecnologia não são sentidas apenas pelos 
professores, os alunos também se deparam com uma série de dificuldades. Por exemplo, no 
que diz respeito à calculadora gráfica, a interpretação da informação disponibilizada pela 
máquina, nomeadamente na representação gráfica de uma função, parece ser a grande 
dificuldade que esta tecnologia coloca aos alunos. Como refere Ponte (2006), as 
representações gráficas produzidas pela tecnologia não são transparentes e compreendê-
las e usá-las requer uma aprendizagem não trivial. Assim, é essencial que os alunos tenham 
oportunidade de reflectir sobre as limitações da calculadora gráfica bem como de tentar 
explicá-las, o que, por sua vez, pode conduzir a uma melhor compreensão matemática. 
A falta de compreensão da relação existente entre a forma do gráfico e a janela de 
visualização utilizada é outro aspecto que, frequentemente, dá origem a dificuldades. 
Ruthven (1996) num estudo que realizou com recurso à calculadora gráfica, refere que na 
origem destas dificuldades poderá estar uma das limitações da calculadora gráfica, que é a 
falta de indicação da escala que está a ser utilizada. Num estudo realizado com alunos do 
10.º ano de escolaridade, Rocha (2001) observou que uma das grandes dificuldades destes 
alunos foi a escolha da janela de visualização, existindo uma clara preferência pelo recurso 
a zooms (in e out), sendo os gráficos assim obtidos interpretados de uma forma 
completamente dissociada dos valores da janela de visualização. De modo a contornar esta 
situação, vários autores têm apresentado recomendações a serem seguidas pelos 
professores que utilizam esta tecnologia na sala de aula, nomeadamente (i) encorajar os 
alunos a alterar a janela de visualização e a explicar as alterações que surgiram (Dick, 1992, 
referido por Andrade & Oliveira, 2008; Rocha, 2002); (ii) usar muitos exemplos de funções 
de vários tipos, incluindo as que não são visíveis em janelas standard (Ward, 1998); (iii) 
mostrar os cuidados a ter na utilização de zooms e habituar os alunos a registar os gráficos 
e a respectiva janela de visualização (Rocha, 2002); e (iv) encorajar os alunos a usar 
tabelas numéricas (Andrade & Oliveira, 2008). 
Outro dos obstáculo sentidos pelos alunos aquando do uso das calculadoras gráficas 
é referido por Ruthven (1996) e Rocha (2002) e prende-se com, a dificuldade, que é visível, 
numa fase inicial, em recordar a tecla, ou sequência de teclas, que permite aceder a 
determinado aspecto que pretendiam utilizar e que se recordam de já ter visto. No entanto, 
após um período de tempo relativamente curto, estes autores referem que os alunos 
passaram a fazer uma utilização confiante da calculadora. 
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2.2.3. Benefícios resultantes do uso da tecnologia  
 
Segundo o NCTM (2008), o uso da tecnologia contribui para a melhoria do 
desempenho dos alunos, pois o seu potencial gráfico e de cálculo permite-lhes realizar 
explorações e conjecturas de um modo mais rápido e eficiente do que aconteceria se se 
usasse exclusivamente papel e lápis. A utilização das tecnologias também aumenta o 
envolvimento dos alunos, pelo constante feedback (dado pelo instrumento tecnológico) ao 
seu trabalho, potenciando cenários de discussão em torno de resultados ou de situações 
dinâmicas. Assim, defende-se que a utilização destas ferramentas pode ser bastante útil nas 
mais variadas tarefas, desde as actividades de investigação e de modelação até à resolução 
de exercícios, passando pelos problemas, uma vez que fornece um meio de visualizar 
noções matemáticas sob múltiplas perspectivas e permite o aprofundar da compreensão dos 
fenómenos, dos modelos e das situações matemáticas. Nesta perspectiva, Ponte (1990) 
defende que a tecnologia simplifica a parte rotineira do trabalho e pode ajudar os estudantes 
a desenvolver uma actividade matemática mais profunda, facilitando a generalização, 
dando-lhes poder para resolver problemas difíceis, e fornecendo ligações concretas entre 
domínios tão diversos como a Geometria, a Álgebra, a Estatística, as situações reais e os 
modelos matemáticos associados.  
São vários os autores que destacam as contribuições que o computador e a 
calculadora gráfica podem ter na aprendizagem das funções. Por exemplo, Demana e Waits 
(1990) sugerem que as representações gráficas feitas em computador ou na calculadora 
podem encorajar a manipulação algébrica. Pois as raízes e factores de polinómios podem 
ser estimados a partir de um gráfico e confirmados por processos analíticos. Domingos 
(1994) numa investigação realizada com alunos do 10.º ano, sugere que o computador e a 
calculadora gráfica são preciosos auxiliares para desenvolver nos alunos a capacidade de 
distinguir a mesma função nas suas diferentes formas de representação, relacionando-as e 
passando mais facilmente de uma representação para outra. O autor refere que o 
computador e a calculadora gráfica permitem estudar um grande número de funções, 
desenhando e comparando os seus gráficos.  
Guttenberger (1992, referido por Domingos 1994), a partir do estudo das funções 
trigonométricas no computador, chegou à conclusão de que este teve um efeito positivo na 
formação do conceito de imagem e construção de conceitos por parte dos alunos. Concluiu 
também que os alunos que estavam mais activamente envolvidos no processo de 
aprendizagem, os que utilizavam o computador, retinham os conceitos por um maior período 
de tempo e que o uso de software interactivo, em conjunto com um estudo baseado na 
aprendizagem pela descoberta e raciocínio visual, pode ser uma boa estratégia para o 
ensino das funções. 
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Kissane (2000) defende que, com a calculadora gráfica, os alunos conseguem 
visualizar os efeitos de vários parâmetros no gráfico de uma função, testar conjecturas, 
modelar situações reais e ainda mover-se, facilmente, entre as diversas representações. Na 
perspectiva do autor, esta facilidade permite que os alunos explorem várias estratégias de 
resolução de um problema, usando diferentes representações, desenvolvendo, desta forma, 
uma compreensão mais significativa da Álgebra.  
Para Kieran (2006) o uso das representações gráficas das várias funções, facilmente 
realizado com uma calculadora gráfica ou com um computador, permite que os alunos 
estudem, por exemplo, a influência de vários parâmetros numa família de funções bem 
como as suas propriedades.  
Pires (2001) refere que as potencialidades da calculadora, exploradas 
separadamente na Estatística e nas Funções, são nas tarefas de modelação exploradas em 
conjunto (listas, operações com listas e funções), onde a sua utilização de forma integrada 
permite melhores conexões entre as representações: gráfica, numérica e simbólica de uma 
mesma situação. 
Segundo Fevereiro e Belchior (2001, referidos em Lança & Canavarro, 2008), a 
calculadora gráfica ajuda a visualizar os dados, a delinear gráficos, a executar cálculos 
tediosos e complicados como a determinação de curvas de regressão, e ajuda a investigar 
dados experimentais que podem ser visualizados de forma bastante confortável. Quando os 
alunos trabalham com software gráfico, as expressões analíticas tornam-se uma natural 
exigência, ao proporcionarem um meio eficaz para a obtenção de um modelo numérico e de 
uma representação gráfica dos dados relevantes.  
Para Friedlander e Tabach (2001), em ambientes de aprendizagem sem tecnologia, 
o desenho gráfico ou a elaboração de listas de números tendem a ser processos 
entediantes e ingratos.  
O uso do computador, na sala de aula, também é defendido por Almiro (2004) por 
permitir, entre outros aspectos, automatizar os processos de rotina e concentrar a atenção 
em capacidades intelectuais de ordem superior. Esta ideia também é defendida por 
Cavanagh (2005), para quem a calculadora gráfica é uma poderosa ferramenta para 
explorar os conceitos matemáticos. Este autor ainda defende que as representações visuais 
são, particularmente, úteis para permitir o acesso a complexos e realistas modelos 
algébricos que podem estar muito além das capacidades de manipulação simbólica dos 
estudantes. Sendo assim, a calculadora gráfica permite que os alunos transitem de 
algoritmos simples para tarefas mais sofisticadas em que os dados são traduzidos em 
modelos gráficos e de seguida analisados e interpretados.  
A calculadora gráfica foi concebida como instrumento pessoal, mas a pesquisa por 
Cavanagh (2005) mostrou que os alunos tendem a usá-la como um dispositivo 
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compartilhado, na medida em que desempenhou um papel importante em actividades de 
grupo, como uma espécie de peça de conversação, facultando a partilha de ideias e do 
pensamento matemático. 
É amplamente aceitável a importância da visualização na compreensão de conceitos 
matemáticos e daí o interesse por se desenvolverem cada vez melhores ferramentas 
gráficas. Waits e Demana (1988, referidos em Garcia et al., 1995) propõem três formas de 
uso das calculadoras gráficas, insistindo em aproveitar as potencialidades da visualização: 
 
 Realizar o trabalho analítico de forma usual (papel e lápis) e usar a calculadora 
gráfica como mero apoio, tanto de cálculo como gráfico; 
 Resolver problemas graficamente e verificar o resultado de forma analítica; 
 Resolver graficamente problemas cuja resolução analítica ou não se pode efectuar 
ou a matemática necessária não é adequada ao nível dos alunos. 
 
As implicações decorrentes da utilização do computador no ensino da Matemática 
são sintetizadas por Ponte (1995). Este autor considera que a utilização dos computadores 
leva a: 
 Uma relativização da importância das capacidades de cálculo e de simples 
manipulação simbólica, que podem ser realizadas agora muito mais rápida e 
eficientemente; 
 Um reforço do papel da linguagem gráfica e de novas formas de representação, 
permitindo novas estratégias de abordagem dos mais variados problemas; 
 Uma atenção redobrada às capacidades intelectuais de ordem mais elevada, que se 
situam para além do cálculo e da simples compreensão de conceitos e relações 
matemáticas; 
 Um crescendo de interesse pela realização de projectos e actividades de modelação, 
investigação e exploração pelos alunos, como parte fundamental da sua experiência 
matemática; 
 Uma demonstração prática da possibilidade de envolver os alunos em actividade 
matemática intensa e significativa, favorecendo o desenvolvimento de atitudes 
positivas em relação a esta disciplina e uma visão muito mais completa da sua 
verdadeira natureza. (p. 2) 
 
2.2.4. A utilização da tecnologia no estudo das funções 
 
A tecnologia pode ser utilizada de diversas formas no estudo das funções, mas, é 
óbvio que, por si só, não garante a aprendizagem deste tópico. Rocha (2002) em relação a 
este assunto refere que: 
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Ninguém acredita que a calculadora tenha efeitos mágicos sobre os alunos, ou seja, não 
é razoável esperar que os alunos usem e compreendam os gráficos instintivamente, 
apenas porque dispõem duma calculadora gráfica. Torna-se assim fundamental dar 
atenção, entre outros aspectos, à forma como esta é utilizada. (p. 3) 
 
Hershkowitz e Kieran (2001, referidas por Azevedo, 2009) investigaram a forma 
como um grupo de alunos do 10.º ano utilizaram a calculadora gráfica, na resolução de 
problemas e de tarefas de investigação sobre funções. As autoras verificaram que os alunos 
minimizaram a importância da representação simbólica, utilizando-a apenas para gerar 
tabelas, tendo resolvido as situações problemáticas através de procedimentos “mecânicos”. 
Por exemplo, nas situações de modelação com problemas em contextos reais, os alunos 
utilizaram “mecanicamente” as ferramentas disponíveis na calculadora para o efeito, 
aceitando a expressão fornecida pela calculadora e sem terem a preocupação de testá-la. 
Esta situação conduziu-os a representações e interpretações erradas, uma vez que não 
confrontaram as diversas formas de representação das funções dadas. 
Rocha (2011) ao procurar caracterizar a utilização que uma professora faz da 
calculadora gráfica, no estudo das funções, ao nível do 10.º ano de escolaridade, concluiu 
que o uso da calculadora é considerado conveniente quando o que se pretende é o gráfico 
de determinada função ou alguma informação que possa ser obtida através deste. Nos 
casos em que se parte do gráfico e se pretende uma representação analítica, a via de 
abordagem parece não passar propriamente pela calculadora, incluindo-a mais como uma 
forma de confirmação do que como uma via de exploração para, com base em 
conhecimentos matemáticos e por um processo experimental ir, sucessivamente, 
construindo a expressão pretendida. Segundo esta autora, a via para ultrapassar eventuais 
dificuldades também parece centrar-se mais num recurso a conhecimento e abordagens 
analíticas do que numa abordagem exploratória, com base na utilização das potencialidades 
da máquina. 
O recurso a calculadoras ou computadores permite que os alunos analisem mais 
exemplos ou formas de representação, do que seria possível realizar manualmente, de 
modo a formular e a explorar conjecturas de uma forma fácil (NCTM, 2008). No entanto, 
Burrill (2005) considera que os professores devem ter tempo para ensinar métodos eficazes 
no que respeita ao uso da calculadora gráfica, assim como para mostrar as suas limitações, 
preparando tarefas apropriadas nesse sentido.  
Bardini, Pierce e Stacey (2004) realizaram um estudo, com alunos do 3.º ciclo, com 
13 anos, durante cinco semanas, que pretendia analisar o impacto de dois aspectos 
diferentes de uma abordagem alternativa para o ensino das funções: a ênfase na 
aprendizagem baseada em contexto e o uso da calculadora gráfica. O uso de calculadoras 
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gráficas possibilitou a abordagem predominantemente gráfica, tendo os alunos feito 
progressos consideráveis na utilização das representações simbólica e gráfica e 
evidenciado capacidade de interpretação das variáveis, sendo explícita a relação entre o 
contexto apresentado e as variáveis utilizadas durante a resolução dos problemas. 
Candeias (2010) realizou um estudo, com alunos do 8.º ano, onde pretendia analisar 
de que forma tarefas de investigação e exploração, recorrendo ao software GeoGebra, 
podem contribuir para a aprendizagem das funções e para o seu uso na interpretação de 
situações e na resolução de problemas. Foram resolvidas duas tarefas com recurso ao 
software. Os resultados do estudo mostram que os alunos apresentam dificuldades na 
apreensão e aplicação do conceito de função mas que podem ser minimizadas quando são 
usadas várias representações. Mostram, também, que os alunos sentem dificuldade em lidar 
com símbolos formais algébricos e em relacionar as várias representações. É na ligação 
entre fórmulas, gráficos, diagramas e expressões verbais das relações, assim como na 
interpretação de gráficos e na manipulação de símbolos, que residem as dificuldades 
detectadas. A utilização de um software constituiu um factor motivador para as aulas de 
Matemática, no entanto, a sua utilização fica aquém do esperado, preferindo os alunos 
utilizar, sempre que possível, processos de raciocínio numérico. 
Gafanhoto e Canavarro (2011a) realizaram um estudo, numa turma do 9.º ano, onde 
investigaram de que modo os alunos utilizam as representações múltiplas na resolução de 
tarefas que implicam a utilização de funções num contexto de trabalho com o GeoGebra. 
Foram resolvidas seis tarefas com recurso ao software. As conclusões sugerem que os 
alunos tendem, predominantemente, a recorrer à representação gráfica, sendo as 
representações tabular e numérica as segundas mais utilizadas, surgindo em último lugar a 
representação simbólica. Assim, conseguem usar eficazmente uma variedade de 
representações no seu trabalho com funções, revelando também estabelecer relações entre 
diferentes representações. Nas respostas às perguntas em que era necessário identificar o 
objecto dada a imagem, verifica-se que, à excepção de um grupo, que recorre à 
representação tabular, todos recorrem, maioritariamente, à representação gráfica. No 
entanto, a representação tabular de cada uma das funções foi construída com base na 
representação gráfica, podendo afirmar-se que este grupo conciliou dois tipos de 
representação, a gráfica e a tabular. A escolha pelas representações usadas parece estar 
relacionada com o tipo de conhecimento matemático que as questões evocam, bem como 
com a predisposição dos alunos para as diferentes representações proporcionadas pelo 
GeoGebra. Estas autoras ainda concluíram “que a obtenção da expressão algébrica foi, em 
muitos casos, auxiliada pela construção da tabela” (2011b, p. 14). 
Azevedo (2009) realizou um estudo, com alunos do 10.º ano, onde procurou 
compreender os processos de raciocínio usados por estes alunos na resolução de 
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problemas e em tarefas de exploração e investigação, sobre funções, com recurso à 
calculadora gráfica. Foram resolvidas dez tarefas com recurso à calculadora gráfica. Os 
resultados sugerem que os problemas contextualizados contribuem para uma 
aprendizagem, com significado das funções e o uso da calculadora gráfica permite a 
confrontação constante das várias formas de representar funções, contribuindo para uma 
melhor compreensão das funções e das suas propriedades. Os alunos manifestaram 
dificuldades na ligação da representação simbólica com as outras formas de representar 
funções. Apesar de não revelarem qualquer dificuldade na utilização da calculadora gráfica, 
os alunos com melhor desempenho em Matemática manifestam preferência por estratégias 
de resolução algébrica e a aluna com pior desempenho recorre com mais frequência ao 
método de resolução gráfica, continuando a evidenciar dificuldades na manipulação 
algébrica, o que não lhe permite resolver todos os problemas propostos. Após a unidade de 
ensino, os alunos manifestaram preocupação em encontrar uma janela de visualização que 
lhes permitisse visualizar o gráfico na sua globalidade, para uma melhor análise dos 
problemas e confirmação das suas resposta, parecendo mostrar-se sensibilizados para a 
importância da escolha da janela de visualização, na calculadora gráfica, e revelando nesse 
aspecto um certo à-vontade. 
Silva (2009) realizou um estudo, com alunos do 10.º ano, onde pretendia analisar o 
modo como a resolução de tarefas de natureza exploratória e investigativa, envolvendo o 
uso da calculadora gráfica, contribui para a compreensão e aprendizagem das funções. 
Foram resolvidas cinco tarefas com recurso à calculadora gráfica. O autor concluiu que os 
alunos sabem identificar as principais propriedades das funções em estudo, na 
representação gráfica, mas só alguns o conseguem fazer na representação simbólica. Estes 
últimos, geralmente, conseguem converter a representação gráfica na simbólica, os 
restantes não. Na resolução de problemas, alguns utilizaram, essencialmente, processos 
algébricos, outros usaram também a representação gráfica, com a ajuda da calculadora. Os 
processos matemáticos utilizados durante o trabalho investigativo foram influenciados pela 
natureza da tarefa, conhecimento adquirido, experiência prévia e competência em usar a 
calculadora gráfica. 
Quando os alunos começam a utilizar uma calculadora gráfica, eles vêm-na como 
uma forma automática de realizar um conjunto limitado de procedimentos, tais como 
determinar valores de uma função ou representá-la graficamente. O aumento de confiança 
na sua utilização pode, contudo, dar origem a novas utilizações, a mais promissora das 
quais é o recurso ao método de tentativa e erro. Com efeito, embora este método tenha 
limitações, constitui uma forma de os alunos abordarem problemas que de outro modo 
estariam para além das suas possibilidades (Ruthven, 1992, referido por Rocha, 2002). 
Segundo Rocha (2002) embora alguns alunos encarem o potencial que a calculadora lhes 
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disponibiliza com entusiasmo, a maioria vê-a apenas como mais um instrumento que é 
utilizado quando é, obviamente, útil (por exemplo, para fazer um gráfico), mas a que 
raramente recorrem noutras circunstâncias (por exemplo, para confirmar resultados). A 
capacidade de discernir entre o uso ou não da calculadora é uma habilidade importante que 
só pode ser desenvolvida se os alunos se depararem com situações em que sejam 
evidentes não só as limitações da calculadora, mas também as suas potencialidades 
(Cavanagh, 2005). Este autor acrescenta que quando os professores incentivam os alunos a 
fazerem previsões sobre o que esperam ver no ecrã da calculadora, o contraste, entre as 
previsões e o que realmente é exibido, leva-os a reflectir sobre as limitações da tecnologia e 
a resolverem as inconsistências. Assim, não só aprendem a interpretar os resultados da 
calculadora de forma mais criteriosa, como ainda desenvolvem o raciocínio matemático. 
Para além da importância que os alunos dão à calculadora, no seio da Matemática, a 
perspectiva que estes têm da disciplina parece também interferir com o aproveitamento que 
acabam por fazer da máquina. Com efeito, são os alunos que maior facilidade têm em 
questionar e em relacionar conceitos, que parecem ter também uma maior facilidade em 
integrar a informação disponibilizada pela calculadora, no âmbito dos seus conhecimentos e 
das informações obtidas por outras vias (Broman, 1996). Os alunos mais habituados a lidar 
com a Matemática numa perspectiva exclusivamente mecanicista e desligada da 
compreensão fazem um uso mais limitado da calculadora, uma vez que se limitarão a 
reproduzir técnicas anteriormente adquiridas (Rocha, 2002). Por outro lado, esta autora 
refere que enquanto que os alunos considerados fracos ou médios fazem um uso ilimitado 
da calculadora, os alunos que apresentam um maior grau de confiança na disciplina, deixam 
transparecer uma maior preocupação quanto ao uso que fazem desta tecnologia. No 
entanto, de acordo com Boers e Jones (1994, referidos por Rocha, 2002), um problema 
geral com as calculadoras gráficas parece ser, contrariamente aos receios mais comuns, 
que esta é sub-utilizada, pelos alunos, em vez de sobre-utilizada.  
Apesar de a maior parte dos estudos referidos acima se reportarem ao uso da 
calculadora gráfica, considero que constituem uma referência importante neste trabalho, 
uma vez que uma boa parte dos resultados apresentados podem ser aplicados ao uso de 
software adequado para o estudo das Funções, tal como o que vai ser utilizado nesta 
experiência de ensino.  
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Capítulo 3 
 
 
Unidade de Ensino 
 
 
Este capítulo é dedicado à explicitação das ideias fundamentais que sustentam a 
planificação da unidade de ensino que serve de base a este estudo. Apresenta as opções 
respeitantes à organização do trabalho, à concretização da unidade de ensino e à avaliação. 
 
3.1. Enquadramento curricular 
 
Esta unidade de ensino destina-se a alunos de uma turma do segundo ano de um 
CEF (tipo 2), contempla o estudo do Módulo 12 – Funções e gráficos – e está dividida em 
três fases. Na primeira foi abordado o conceito de função, como relação entre variáveis e 
como correspondência entre conjuntos, foram apresentados os diferentes modos de 
representação de uma função e fez-se a interpretação e a construção de gráficos, sem 
recurso ao software. Na segunda fase foi estudada a função afim e na terceira a função de 
proporcionalidade inversa. Os alunos tiveram oportunidade de recorrer livremente ao 
software Graph nestas duas fases.  
Este software permite trabalhar em simultâneo com várias representações, como a 
gráfica, a simbólica e a tabular, o que pode contribuir positivamente para a aprendizagem 
das funções, uma vez que, alguns estudos e orientações curriculares defendem que “à 
medida que [os alunos] trabalham com representações múltiplas de funções, incluindo 
numéricas, gráficas e simbólicas, irão desenvolver um conhecimento mais compreensivo 
das funções” (NCTM, 2008, p. 40). 
O objectivo principal da unidade de ensino é a promoção da aprendizagem de 
relações funcionais. Para tal, e de acordo com as orientações programáticas para estes 
cursos, a competência matemática que se pretende desenvolver inclui os seguintes 
aspectos: 
 
 o reconhecimento do significado de fórmulas no contexto de situações concretas e a 
aptidão para usá-las na resolução de problemas; 
 a compreensão do conceito de função e das facetas que pode apresentar, como 
correspondência entre conjuntos e como relação entre variáveis; 
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 a aptidão para representar relações funcionais de vários modos e passar de uns 
tipos de representação para outros, usando regras verbais, tabelas, gráficos e 
expressões algébricas do tipo y = kx e y = k/x; 
 a sensibilidade para entender o uso de funções como modelos matemáticos de 
situações do mundo real, em particular nos casos em que traduzem relações de 
proporcionalidade directa e inversa. 
(ME, 2005, p. 62) 
 
Estas orientações são semelhantes ao que é preconizado pelo Programa de 
Matemática para o Ensino Básico, embora neste último documento se inclua, explicitamente, 
o estudo da função afim não linear e de funções quadráticas simples, no 3.º ciclo: 
 
Neste ciclo, uma função é estudada essencialmente como relação entre variáveis 
embora também seja apresentada como correspondência unívoca entre elementos de 
dois conjuntos. Deve recorrer-se às várias representações (algébrica, gráfica e tabular) 
de uma função na interpretação e resolução de problemas e na modelação de situações. 
As funções cujo estudo se propõe (linear, afim, do tipo y = k/x e quadráticas simples) 
devem ser exploradas como ferramentas de modelação em situações diversas. 
Assumem particular destaque neste ciclo, como modelo de situações de 
proporcionalidade directa e inversa, as funções do tipo y = kx e y = k/x. (ME, 2007, p. 56) 
 
O documento RIDE (2007) sugere que os professores proponham problemas que 
possam ser modelados por uma função afim linear (isto é, da forma y = kx, com k ≠ 0), mas 
também por uma função afim não linear (isto é, da forma y = kx + b, onde b ≠ 0), juntamente 
com os problemas que representam situações de proporcionalidade inversa (ou seja, que 
podem ser modeladas por funções da forma y = k/x, onde k ≠ 0). É referido ainda que com 
um software, indicado para o estudo de funções, é possível procurar um modelo matemático 
que descreva a relação entre as variáveis em causa (um gráfico ou uma expressão 
analítica) e a partir daqui fazer a análise do modelo e verificar a sua aplicabilidade. 
Para Ponte et al. (2009), a função de proporcionalidade inversa assume um papel 
importante na modelação de situações em que a relação entre duas variáveis envolve um 
produto constante dos valores correspondentes. O gráfico de uma função de 
proporcionalidade inversa é muito diferente do gráfico de uma função afim (linear ou não 
linear), com o qual os alunos estão mais habituados a trabalhar. Daí que seja importante 
que as características deste novo tipo de gráfico (hipérbole) sejam salientadas na aula, a 
partir das tarefas realizadas pelos alunos. Segundo estes autores, recorrendo à calculadora 
gráfica ou a software informático, os alunos podem visualizar a representação gráfica de 
uma função de proporcionalidade inversa e observar que os ramos da hipérbole se vão 
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aproximando dos eixos coordenados. No entanto, devem ganhar, progressivamente, a ideia 
intuitiva de que nunca os chegam a intersectar.  
A tecnologia tem sido destacada em documentos curriculares recentes como uma 
ferramenta que pode ajudar os alunos a aprender matemática, embora não deva ser 
utilizada como uma substituição para a compreensão e a intuição elementar (NCTM, 2008). 
Também é vista como uma forma de proporcionar aos professores algumas opções de 
adaptação do ensino às necessidades especiais de certos alunos. Segundo o NCTM (2008) 
“aqueles que se distraem facilmente, poderão concentrar-se nas actividades realizadas no 
computador de forma mais intensa, e aqueles que possuem dificuldades de organização 
poderão beneficiar das restrições impostas pelo ambiente de trabalho informático” (p. 27). 
Para além disso, “o poder gráfico das ferramentas tecnológicas possibilita o acesso a 
modelos visuais que são poderosos, mas que muitos alunos são incapazes ou não estão 
dispostos a realizar de modo independente” (NCTM, 2008, p. 27). Sendo assim, e dadas as 
características dos alunos envolvidos no estudo, optou-se por privilegiar o uso do software 
Graph, que é específico para o estudo das funções. 
 
3.2. Natureza das tarefas 
 
Durante décadas, as grandes finalidades do ensino da Matemática diziam 
essencialmente respeito à aquisição de conhecimentos e à aprendizagem de técnicas de 
forma descontextualizada, que pressupunham uma visão exclusivamente utilitarista da 
Matemática e a concepção da mesma como um corpo de conhecimentos construído 
dedutiva e cumulativamente (Ernest, 1991). Segundo Schoenfeld (1996), na primeira 
metade do século XX, os currículos matemáticos eram relativamente estáveis e aborrecidos. 
A maioria dos estudantes limitava-se a memorizar os procedimentos e não compreendia os 
conceitos nem as técnicas de aplicação. Esta conjuntura condicionava-os à aplicação de 
técnicas mecanizadas a situações-tipo e dificultava a mobilização dos seus conhecimentos 
para situações que decorressem fora dessa rotina.   
As mudanças registadas nas sociedades contemporâneas, onde se destacam as 
evoluções tecnológicas, culturais e sociais, tiveram um efeito sem precedentes nas questões 
educativas, nomeadamente no currículo escolar e no seu desenvolvimento. A importância 
dada a uma educação para todos, à aprendizagem ao longo da vida e à formação de 
indivíduos competentes, críticos e confiantes, trazem à escola uma responsabilidade onde já 
não basta acumular o saber; é preciso ser-se capaz de o utilizar, transferir e mobilizar, no 
sentido de sustentar tomadas de decisão informadas e esclarecidas (Serrazina & Oliveira, 
2005). Portanto, tornou-se uma exigência da própria sociedade, interpretar e fornecer 
informação de modos diversificados que possam ser percebidos e entendidos por todos os 
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cidadãos. Deste modo, começam a ter pleno cabimento tarefas que levam os alunos a 
“explorar, investigar e analisar situações, discutir entre si e com o professor as várias 
estratégias e processos de trabalho, formular e resolver problemas” (APM, 1988, pp. 44 e 
45).  
A alteração da natureza das actividades matemáticas escolares tem sido apontada, 
em diferentes documentos de orientação curricular, como um dos elementos centrais para a 
renovação da Matemática escolar. É neste sentido que, a partir da década de 80 do século 
XX, surge um leque alargado de possíveis actividades para as aulas de Matemática: 
“resolução e formulação de problemas, desenvolvimento de modelos matemáticos, 
actividades de exploração, investigação e descoberta, formulação de conjecturas, discussão 
e comunicação, argumentação e prova, construção de conceitos” (APM, 1988, p. 42). Neste 
documento refere-se que não existe qualquer sequência fixa para estas actividades e uma 
boa situação de aprendizagem da Matemática pode apenas exigir a presença de algumas 
delas. No entanto, a resolução de problemas é considerado o tipo privilegiado das 
actividades em Matemática.  
Segundo Serrazina, Vale, Fonseca e Pimentel (2002) uma das principais 
características de um problema é ter um objectivo bem definido, mas que não é 
imediatamente acessível. Os problemas podem referir-se a situações puramente 
matemáticas ou a contextos da vida real, mas as questões, de um modo geral, estão 
devidamente formuladas à partida. As tarefas de investigação, embora segundo estas 
autoras, tenham mais pontos comuns do que divergentes com a resolução de problemas, 
pois ambos os casos proporcionam actividades que envolvem processos complexos de 
pensamento, devem ter um carácter aberto e um ponto de partida pouco definido.  
Ponte (2005) apresenta uma distinção entre tarefas de exploração e de investigação. 
Para este autor, a diferença entre estas tarefas está no grau de desafio. Refere que “se o 
aluno puder começar a trabalhar desde logo, sem muito planeamento, estaremos perante 
uma tarefa de exploração. Caso contrário, será talvez melhor falar em tarefa de 
investigação” (p. 8). 
Os principais argumentos utilizados para justificar a importância das investigações 
são análogos aos usados para justificar a importância dos problemas, acrescentando-se 
ainda que, as investigações, mais do que os problemas, promovem o envolvimento dos 
alunos, pois requerem a sua participação activa desde a primeira fase do processo – a 
formulação das questões a resolver (Ponte, 2005). Esta situação não significa que as 
actividades de investigação substituam o valor da resolução de problemas na aprendizagem 
da Matemática, mas relaciona-se com o facto de se considerar que a actividade investigativa 
é uma característica essencial da verdadeira actividade matemática e, como tal, deve ser 
considerada no ensino e na aprendizagem desta disciplina. 
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Saraiva e Teixeira (2009) referem que o interesse dos alunos é estimulado pelas 
tarefas matemáticas seleccionadas pelo professor e pelas situações e contextos que ele 
promove na aula, nomeadamente o de resolução de problemas e o de tarefas de exploração 
e investigação. Assim, para estes autores, a resolução de tarefas matemáticas daquela 
natureza pode promover nos alunos o desenvolvimento do seu próprio pensamento 
algébrico, da sua capacidade de interpretar e de manipular os símbolos matemáticos, e as 
relações existentes entre eles, bem como desenvolver a sua capacidade em lidar com as 
estruturas algébricas, representando e raciocinando de uma forma progressivamente mais 
abstracta. Este tipo de tarefas é apontado por diversos autores (Brocardo, 2001; Pereira, 
2004) por possibilitarem autonomia e criatividade na resolução de novas situações.  
Actualmente, pode dizer-se que, de uma forma generalizada, as orientações 
curriculares passaram a percepcionar a Matemática como uma ciência em construção, 
indutiva e experimental. O professor é, assim, cada vez mais, chamado a intervir no 
processo de desenvolvimento curricular.  
Com base nestes pressupostos elaborei uma unidade de ensino onde predominam 
as situações problemáticas, mas onde as tarefas de investigação e exploração também têm 
um peso significativo, sendo favoráveis à utilização de software, mesmo por parte daqueles 
alunos que mostram alguma resistência à utilização de métodos que não sejam os 
tradicionais, com papel e lápis. No entanto, também introduzi alguns exercícios, por 
favorecerem a aplicação e consolidação de conhecimentos. 
 
3.3. Metodologia de trabalho na sala de aula  
 
A metodologia adoptada nesta unidade de ensino tem por base a perspectiva sócio-
cultural, que, por sua vez, tem por base a teoria de Vygotsky6, onde existe a convicção clara 
de que a aprendizagem não é meramente um fenómeno individual, mas deve muito ao 
contexto social em que ocorre e pressupõe tanto os aspectos cognitivos como os sociais. 
De acordo com esta perspectiva, o processo de ensino-aprendizagem deve 
proporcionar o envolvimento dos alunos nas actividades que estão a realizar, 
desenvolvendo a comunicação oral e escrita e promovendo a partilha de conhecimentos e a 
construção do saber. Pelo que, todas as tarefas que constituem a unidade de ensino, foram 
realizadas em díade e após a sua realização foi feita a discussão no grupo turma. Até 
porque, salvo raras excepções, é esta a minha forma habitual de trabalhar.  
Vygotsky define dois níveis de desenvolvimento: o real e o potencial. No primeiro 
considera-se aquilo que o indivíduo já sabe e no segundo, o que tem para aprender. Entre o 
                                                 
6
 Lev Semenovich Vygotsky nasceu, em 1896, na Bielo-Rússia, no mesmo ano que Jean Piaget, mas morreu 
muito antes deste, em 1934.  
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desenvolvimento real e o potencial existe um espaço, definido por Vygotsky como Zona de 
Desenvolvimento Próximo (ZDP), que é onde a aprendizagem de facto acontece, através da 
mediação de outro indivíduo (César, 2000; Fino, 2001). Ou seja, é neste espaço que se 
trabalha aquilo que o indivíduo sabe e aquilo que ele é capaz de aprender sob orientação e 
estímulo de outra pessoa. Segundo este autor, se os alunos trabalharem nesta zona, aquilo 
que hoje conseguem fazer somente com ajuda, amanhã serão capazes de o fazer sozinhos, 
uma vez que o que era desenvolvimento potencial se actualizou, transformando-se em 
desenvolvimento real.  
No entanto, o professor deve ter em atenção que cada aluno tem a sua própria ZDP, 
o que significa que deve interagir com outro aluno que tenha processos de raciocínio 
diferentes dos seus, para o levar a confrontar-se com outras formas de resolução. Nesta 
perspectiva para que o aluno actue no limite do seu potencial, o professor tem um papel 
primordial, proporcionando apoio e recursos compatíveis com o nível de conhecimento que 
se espera que seja aplicado. Sendo assim, a natureza das tarefas e o nível de exigência têm 
um papel fundamental, pois se tiverem um nível de exigência baixo, não permitem que o 
aluno atinja um novo nível de desenvolvimento e se, pelo contrário, tiverem um nível de 
exigência demasiado elevado, não só não permitem que se atinja esse novo nível de 
desenvolvimento, como ainda promovem a desmotivação.  
Todavia, segundo César (2000), conceber a aprendizagem como processo social 
implica que as preocupações já não se centram apenas nos conteúdos, não basta expor 
correctamente um conteúdo para que ele seja apropriado pelos alunos, é necessário ter em 
conta as interacções sociais, por exemplo, “sempre que um aluno se confronta com outro, 
em relação a uma tarefa que ambos têm de resolver, é possível esperar formas de a 
abordar diferentes, (...) que vão ter de ser negociadas, (...) com o objectivo de dar a tarefa 
por concluída” (Carvalho & César, 1999, pp. 329 e 330). Assim, como a própria designação 
indica, para que haja apropriação tem de existir um papel activo por parte dos alunos, que 
têm de conseguir dar um significado próprio ao conhecimento. 
Ao utilizar a perspectiva sócio-cultural, o professor irá deparar-se com diversas 
dificuldades, nomeadamente no que se refere à formação das díades, pois para que dois 
alunos sejam capazes de estabelecer uma interacção rica e de co-construir conhecimento 
não basta sentá-los ao lado um do outro. O professor tem que ter em atenção não só a 
componente cognitiva, mas também a relacional. Deste modo, é imprescindível que os 
alunos tenham um bom relacionamento e que respeitem o ritmo e o estilo do colega. Com o 
objectivo de evitar alguns constrangimentos, o professor deve ainda explicitar determinadas 
regras de funcionamento das díades, como sendo o respeito pela opinião dos outros e o 
facto do erro dever ser encarado de uma forma construtiva. Porém, como refere César 
(1998), uma das formas de desenvolver a autonomia, a socialização, o sentido crítico e o 
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poder de argumentação em contexto de sala de aula é incutir nos alunos que, antes de 
questionarem o professor devem discutir entre si as estratégias de resolução e as 
conjecturas. Estudos portugueses dão evidência de que a implementação de práticas 
cooperativas na sala de aula de Matemática promove a aceitação das diferenças e o 
sucesso escolar dos alunos (Fernandes, 1997; Oliveira & César, 1999). A minha experiência 
leva-me a corroborar as conclusões destes estudos e para a constituição das díades tenho 
em atenção as sugestões aqui apresentadas: alunos que não entrem facilmente em conflito 
e, sempre que possível, com processos de raciocínio diferentes. De modo a promover uma 
interacção ainda maior entre os alunos, na unidade de ensino, cada díade utilizou um único 
computador. 
 
3.4. Concretização 
 
Neste ponto, apresenta-se a organização da unidade de ensino, a planificação e 
descrição das tarefas, os objectivos de cada uma, assim como o modo como se organizou o 
trabalho na aula e a avaliação.  
 
3.4.1. Organização da unidade de ensino 
 
O Programa de Matemática Aplicada (ME, 2005) pressupõe a leccionação dos 
seguintes conteúdos, no Módulo 12: 
 
1. Leitura e interpretação de representações gráficas em diferentes contextos e 
situações problemáticas; 
2. Estudo intuitivo, em contexto, da monotonia, zeros, máximos, mínimos, sinal, a partir 
de representações gráficas de determinadas situações problemáticas; 
3. Diferentes formas de representação de correspondências: tabelas de valores, 
representações gráficas e expressões analíticas; 
4. Resolver problemas usando modelos de funções (proporcionalidade directa e inversa): 
diferentes formas de representação, constante e expressão analítica. (p.63) 
 
Apesar de nas orientações curriculares para os CEF’s não estar contemplado, pelo 
menos de forma explícita, o estudo da função afim não linear, optei por abordar estas 
funções, porque o seu estudo é sugerido no documento RIDE (2007), faz parte do Programa 
de Matemática do Ensino Básico e é um pré-requisito no estudo das Funções Polinomiais 
nos Cursos Profissionais, que são os escolhidos por este tipo de alunos, no prosseguimento 
de estudos. Para além disso, o seu estudo é facilitado com o recurso ao software Graph. 
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A realização desta unidade de ensino decorreu entre 16 de Setembro e 16 de 
Dezembro de 2010, ao longo de 49 aulas de 45 minutos, distribuídas de acordo com o 
representado no quadro 1, onde o tempo correspondente a cada tarefa já inclui a discussão 
da mesma.  
 
Quadro 1. Planificação da unidade de ensino. 
Tema Tarefas desenvolvidas 
N.º de aulas 
(45 minutos) 
Dia 
C
o
n
c
e
it
o
 d
e
 f
u
n
ç
ã
o
 
Problemas e exercícios sobre o conceito de função 3 
16 e 20 de Setembro 
de 2010 
Exercícios sobre o domínio e o contradomínio de 
uma função 
1  21 de Setembro 
Problemas e exercícios sobre interpretação de 
tabelas e gráficos 
2,5 23 e 27 de Setembro 
Exercícios de aplicação 2 28 de Setembro 
Mini-teste de avaliação (e correcção) 1 + 0,5 
30 de Setembro e 4 
de Outubro 
Problemas e exercícios sobre representação 
analítica e gráfica  
4,5 De 4 a 11 de Outubro 
Análise das representações de funções em jornais 1 12 de Outubro 
Teste de avaliação (e correcção) 2 + 1 18 e 22 de Outubro 
F
u
n
ç
ã
o
 a
fi
m
 
Tarefa 0 – Exploração do software Graph  1,5 19 de Outubro 
Tarefa 1 – Estudo da influência do k na função do 
tipo y = kx, k ≠ 0  
2,5 25 e 27 de Outubro 
Tarefa 2 – Estudo da influência do k e do b na função 
do tipo y = kx + b, b ≠ 0 
2 
28 de Outubro e 2 de 
Novembro 
Tarefa 3 – Função afim – Síntese 1 3 de Novembro 
Tarefa 4 – Proporcionalidade directa e resolução de 
problemas 
1 4 de Novembro 
Tarefa 5 – A proporcionalidade directa e as suas 
representações 
2 8 e 9 de Novembro 
Tarefa 6 – Os tanques das hortas do avô do João  2 11 e 15 de Novembro 
Teste de avaliação 1 (e correcção) 2 + 1 15 e 18 de Novembro 
Tarefa 7 – Temperatura e altitude 1,5 22 de Novembro 
Tarefa 8 – Sou ou não sou função? 0,5 22 de Novembro 
Tarefa 9 – Corrida amigável 1,5 23 e 24 de Novembro 
Tarefa 10 – O melhor tarifário 1 25 de Novembro 
Teste de avaliação 2 (e correcção) 2 + 1 
29 de Novembro e 7 
de Dezembro 
F
u
n
ç
ã
o
 d
e
 p
ro
p
o
rc
io
n
a
lid
a
d
e
 
in
v
e
rs
a
 
Tarefa 11 – A viagem de finalistas 1,5 
30 de Novembro e 6 
de Dezembro 
Tarefa 12 – Função de proporcionalidade inversa – 
Síntese 
0,5 6 de Dezembro 
Tarefa 13 – Representação gráfica (a resolução foi 
feita em casa e a discussão na aula com a utilização 
do software) 
1 6 de Dezembro 
Tarefa 14 – Aplicação de conceitos 1,5 9 e 13 de Dezembro 
Tarefa 15 – O teste do motor 1,5 13 de Dezembro 
Teste de avaliação 3 (e correcção) 1 + 1 14 e 16 de Dezembro 
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A experiência de ensino que está na base desta investigação incide apenas no 
período com início a 19 de Outubro, uma vez que foi nesse momento que se introduziu o 
software Graph na turma, com uma tarefa (Tarefa 0) que visava, simplesmente, a 
exploração do software Graph (Anexo I), dado que era a primeira vez que os alunos o iam 
utilizar. Nesta aula também forneci, a cada aluno, um manual (Anexo II), que eu mesma 
elaborei, com os principais comandos deste software. 
Nas orientações metodológicas para o Módulo 12, são sugeridas 32 aulas de 45 
minutos, contemplando, simplesmente, a leccionação da função linear e da função de 
proporcionalidade inversa. No entanto, a planificação anual da escola prevê 45 aulas, onde 
para além da função linear e da função de proporcionalidade inversa ainda está previsto o 
estudo do conceito de função e da função afim não linear. Este ano para a leccionação 
deste módulo foram necessárias 49 aulas, ou seja, mais 4 do que o que estava inicialmente 
previsto. No entanto, este atraso não comprometeu o cumprimento do programa, porque 
existe uma margem de 40 aulas de forma a permitir colmatar eventuais atrasos nos 
diferentes módulos, como se pode observar no quadro 2. 
 
Quadro 2. Número de aulas previstas, por módulo, no Programa. 
Número 
do 
módulo 
Designação 
Duração de referência do 
Programa 
(aulas de 45’) 
8 Geometria intuitiva 32 
9 Das equações aos números 32 
10 Do plano ao espaço 32 
11 Estatística e probabilidades 32 
12 Funções e Gráficos 32 
13 Triângulo Rectângulo 32 
14 Geometria do círculo 24 
15 Aproximações e inequações 24 
Número total de aulas previstas 240 
Número total de aulas a leccionar  280 
 
3.4.2. As tarefas 
 
A concepção das tarefas foi uma fase importante no planeamento deste trabalho de 
investigação, exigindo a tomada de algumas decisões. A opção por privilegiar a resolução 
de problemas, foi acompanhada pela opção por tarefas que incluíssem situações 
“devidamente contextualizadas para que sejam significativas para os estudantes” (ME, 2005, 
p. 63), de acordo com o que é sugerido no Programa de Matemática Aplicada. No entanto, 
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também são contempladas as tarefas de exploração e investigação, assim como a 
resolução de exercícios. Algumas das tarefas propostas contemplam a modelação 
matemática, que é uma actividade central nas orientações metodológicas do Programa de 
Matemática Aplicada, juntamente com a resolução de problemas.  
Elaborei umas tarefas e seleccionei outras, fazendo algumas reformulações, de 
modo a que pudessem, à partida, ser compreendidas por todos os alunos. Para além disso, 
procurei que fossem suficientemente apelativas, para que estes se motivassem e 
envolvessem verdadeiramente na sua resolução.  
As tarefas 0, 1, 2, 3, 6, 8, 11, 12, 13, 14 e 15 foram elaboradas, tendo por base a 
minha experiência enquanto professora, as tarefas dos manuais escolares e os 
conhecimentos que adquiri das leituras que fiz, nomeadamente relacionadas com a parte 
curricular do mestrado. As tarefas 4, 5 e 9 foram inspiradas em tarefas que encontrei na 
literatura (Bandarra, 2006; Matos, 2007; Silvestre, 2006). Por fim, as tarefas 7 e 10 constam 
do documento publicado pelo Grupo de Trabalho do T3 (Mendes et al., 2002). 
O quadro 3 indica a natureza de cada uma das tarefas que fazem parte deste estudo 
(Anexo I). 
 
Quadro 3. Classificação das tarefas da experiência de ensino relativamente à sua natureza. 
Tarefas desenvolvidas  
Natureza das 
tarefas  
Tema 
Tarefa 0 – Exploração do software Graph Exploração Familiarização com o software 
Tarefa 1 – Estudo da influência do k na função do 
tipo y = kx, k ≠ 0 
Investigação Função de proporcionalidade directa 
Tarefa 2 – Estudo da influência do k e do b na 
função do tipo y = kx + b, b ≠ 0 
Investigação Função afim não linear 
Tarefa 3 – Função afim – Síntese Exercícios Função afim 
Tarefa 4 – Proporcionalidade directa e resolução 
de problemas 
Problemas 
Exercícios 
Função de proporcionalidade directa 
Tarefa 5 – A proporcionalidade directa e as suas 
representações 
Problemas 
Exercícios 
Função de proporcionalidade directa 
Tarefa 6 – Os tanques das hortas do avô do João Problema Função afim 
Tarefa 7 – Temperatura e altitude Problema Função afim não linear 
Tarefa 8 – Sou ou não sou função? Exercícios Função afim e conceito de função 
Tarefa 9 – Corrida amigável Exploração Função afim 
Tarefa 10 – O melhor tarifário Exploração Função afim não linear 
Tarefa 11 – A viagem de finalistas Problema 
Função de proporcionalidade inversa 
e directa 
Tarefa 12 – Função de proporcionalidade inversa 
– Síntese 
Exercícios Função de proporcionalidade inversa 
Tarefa 13 – Representação gráfica sem recurso 
ao software 
Exercícios Função de proporcionalidade inversa 
Tarefa 14 – Aplicação de conceitos Exercícios Função de proporcionalidade inversa 
Tarefa 15 – O teste do motor Problema 
Função de proporcionalidade inversa 
e directa 
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A tarefa 0 tem como objectivo a exploração do software Graph. As duas tarefas 
seguintes são investigativas e têm por objectivos descobrir a relação entre: (i) a expressão 
analítica de uma função linear e a posição da recta no referencial cartesiano; (ii) a 
expressão analítica de uma função linear e a constante de proporcionalidade directa; (iii) a 
expressão analítica de uma função afim e a inclinação da recta; e (iv) a expressão analítica 
de uma função afim e a ordenada na origem. Desta forma, enfatiza-se a influência dos 
parâmetros, conduzindo os alunos a uma compreensão dos efeitos desses parâmetros no 
comportamento gráfico da função afim. Sublinhando-se a importância do estudo de casos 
particulares com vista a uma generalização. Dado o carácter investigativo das tarefas, 
promovendo a formulação de conjecturas e o teste das mesmas, prevê-se um uso intensivo 
do software. 
A tarefa 3, “Função afim – Síntese”, tem uma vertente informativa, uma vez que 
sintetiza as principais propriedades da função afim e uma vertente prática, onde são 
sugeridos exercícios que visam a identificação de uma função afim através da 
representação simbólica, assim como a identificação dos parâmetros k e b. No último 
exercício é solicitada a representação simbólica a partir da gráfica. Se os alunos não 
conseguirem relacionar estas duas representações, o recurso ao software pode ser uma 
mais-valia, com o método de tentativa e erro. 
Na tarefa 4, “Proporcionalidade directa”, pretende-se que os alunos resolvam 
problemas de proporcionalidade directa, com ou sem recurso ao software, que percebam 
que numa situação de proporcionalidade directa o quociente entre a variável dependente e a 
independente é constante e ainda que relacionem as representações: tabular, simbólica e 
gráfica, de uma mesma situação.  
Na tarefa 5, “A proporcionalidade directa e as suas representações”, pretende-se que 
os alunos identifiquem uma situação de proporcionalidade directa a partir das diversas 
representações (verbal, tabular, gráfica e simbólica) e, ainda, que identifiquem a constante 
de proporcionalidade directa e que representem simbolicamente funções de 
proporcionalidade directa, apresentadas por meio de uma tabela ou de um gráfico. Por fim, 
são confrontados com situações reais que envolvem proporcionalidade directa e que devem 
trabalhar para poderem responder às questões propostas. Dada a diversidade de 
conhecimentos que esta tarefa mobiliza, também é importante perceber se os alunos 
sentiram necessidade de recorrer ao software e, em caso afirmativo, em que situações o 
fizeram, por exemplo, podem converter as representações tabular e simbólica na gráfica e 
com base no aspecto do gráfico decidir se se trata ou não de uma função de 
proporcionalidade directa.  
A tarefa 6, “Os tanques das hortas do avô do João”, tem como principais objectivos: 
(i) interpretar uma situação real; (ii) identificar uma função afim (linear e não linear) a partir 
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das representações verbal e tabular; (iii) identificar a variável dependente e a variável 
independente; (iv) escrever a expressão analítica de uma função afim, a partir de um 
contexto real; e (v) descobrir objectos e imagens correspondentes. Desta forma podem ser 
exploradas algumas noções associadas ao conceito de função, como variável dependente e 
independente, monotonia, extremos, objecto e imagem. Inicialmente é explorada uma 
situação onde existe uma relação de proporcionalidade directa entre as variáveis e, em 
seguida, uma situação onde essa relação deixa de existir. Uma vez que, nesta fase, os 
alunos já trabalhavam com algum à-vontade com o software, achei pertinente colocar uma 
questão, a fim de averiguar a importância que atribuíram ao software na resolução da tarefa.  
A tarefa 7, “Temperatura e altitude”, tem como principais objectivos: (i) verificar se 
uma correspondência apresentada por meio de uma tabela representa uma função; (ii) 
identificar a variável independente e a variável dependente; (iii) encontrar o melhor modelo 
matemático que se ajusta a um determinado conjunto de pontos; e (iv) fazer previsões. Esta 
tarefa permite explorar a definição de função, mas também vai ao encontro de outro 
objectivo do programa, o uso de modelos matemáticos para representar situações da 
realidade, promovendo assim uma melhor compreensão da aplicação prática de uma 
função. Nesta tarefa é previsível o uso do software por parte de todos os alunos, uma vez 
que é solicitada a representação simbólica de uma função afim não linear, a partir da 
representação tabular, com dados recolhidos empiricamente. 
No que diz respeito à tarefa 8, “Sou ou não sou função?”, são apresentadas funções 
através de diferentes representações (tabular, gráfica e simbólica) e também 
correspondências que não representam funções, tendo os alunos que identificar as funções. 
A resolução desta tarefa permite que os alunos explorem e/ou apliquem os conhecimentos 
que adquiriram sobre o conceito de função como relação entre variáveis e como 
correspondência entre dois conjuntos. Será interessante verificar se os alunos conseguem, 
imediatamente, identificar as funções ou se necessitam de fazer explorações, com recurso 
ao software. 
As tarefas 9, “Corrida amigável”, e 10, “O melhor tarifário”, têm como principais 
objectivos: (i) desenvolver a comunicação matemática, que é uma das capacidades 
transversais apresentadas no Programa de Matemática para o Ensino Básico; e (ii) trabalhar 
a interpretação e a representação de conceitos matemáticos, envolvendo quatro tipos de 
representação: verbal, gráfica, tabular e simbólica. Ambas as tarefas permitem que os 
alunos percebam que é vantajoso elaborar um gráfico para representar uma situação onde o 
ponto de partida é um enunciado em linguagem natural, e que uma tabela é um apoio eficaz 
para a elaboração desse gráfico e para se encontrar a expressão analítica da função. As 
tarefas são muito semelhantes, mas a 9 está mais dirigida do que a 10, e para além disso, 
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pretende-se verificar se os alunos conseguem mobilizar para a tarefa 10 os conhecimentos 
adquiridos com a resolução da tarefa 9.  
A tarefa 11, “A viagem de finalistas”, introduz o estudo da proporcionalidade inversa 
e tem como principais objectivos: (i) perceber que existem grandezas que apesar de terem 
uma relação proporcional, não são directamente proporcionais; (ii) tomar conhecimento das 
principais características de uma função de proporcionalidade inversa, em diferentes 
representações; e (iii) determinar objectos e imagens correspondentes. Os alunos devem 
perceber, nomeadamente que não faz sentido que as variáveis tomem o valor zero, e que, 
portanto, os ramos da hipérbole não podem intersectar os eixos coordenados. 
A tarefa 12, “Função de proporcionalidade inversa – Síntese”, tem uma vertente 
informativa, uma vez que sintetiza as principais propriedades da função de 
proporcionalidade inversa, e uma vertente prática, onde são apresentados dois gráficos 
muito semelhantes, mas apenas um corresponde a uma hipérbole. Os alunos podem 
recorrer ao software, para isso devem representar graficamente os pontos visualizados e, de 
seguida, tentar encontrar um modelo que se ajuste aos mesmos. 
A tarefa 13, “Representação gráfica”, não prevê o recurso ao software numa fase 
inicial, porque será realizada em casa e, posteriormente, corrigida e discutida na aula, 
confrontando a resolução manual com a do software. O objectivo desta tarefa é levar os 
alunos a manipularem as expressões analíticas, a efectuarem representações gráficas com 
rigor e a perceberem a influência do sinal da constante de proporcionalidade e da variável 
independente no aspecto do gráfico. 
Na tarefa 14, “Aplicação de conceitos”, pretende-se que os alunos identifiquem uma 
situação de proporcionalidade inversa a partir de diversas representações (tabular, gráfica e 
simbólica) e ainda se pretende que identifiquem a constante de proporcionalidade inversa e 
que representem simbolicamente funções de proporcionalidade inversa, apresentadas por 
meio de uma tabela ou de um gráfico. Tal como na tarefa 5, em relação à proporcionalidade 
directa, é importante perceber se os alunos sentiram necessidade de recorrer ao software e, 
em caso afirmativo, em que situações o fizeram.  
A tarefa 15, “O teste do motor”, visa uma consolidação do estudo do conceito de 
função e, em particular, da função de proporcionalidade inversa. Entre outros aspectos, 
permite trabalhar a interpretação e a representação de conceitos matemáticos, envolvendo 
os diversos tipos de representação: verbal, gráfica, tabular e simbólica. Os alunos devem 
perceber, mais uma vez, que, numa situação onde o ponto de partida é um enunciado em 
linguagem natural, uma tabela é um apoio eficaz quer para a representação gráfica, quer 
para a simbólica. A aplicação prática de uma função é, mais uma vez, enfatizada, pelo uso 
de um modelo matemático para representar uma situação real. 
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3.4.3. A aula 
 
Organização do trabalho 
A turma tem, semanalmente, quatro tempos lectivos, distribuídos por 3 dias, o que 
significa que há um bloco com 90 minutos e dois tempos com 45 minutos. No entanto, há 
semanas em que foram leccionadas menos de 4 aulas, devido, por exemplo, à participação 
em visitas de estudo, e outras onde foram leccionadas mais de 4 aulas, porque utilizei os 
tempos lectivos de colegas que se encontravam a faltar7. Uma vez que se trata de uma 
turma CEF de informática, constituída por 12 alunos, a sala de aula está equipada com 13 
computadores, um para cada aluno e outro para o professor, dispondo também de tela fixa e 
projector. 
Os alunos trabalharam sempre em díade, o que corresponde a 6 pares. As díades 
estão formadas, desde o 1.º ano do curso, embora ao longo desse ano tenham sofrido 
algumas alterações, quer por imposição minha, quer por sugestão dos alunos, mas sempre 
com o objectivo de se criar um bom ambiente de aprendizagem. Quando trabalham nos 
computadores, cada díade usa apenas um computador, de modo a facilitar as interacções e, 
consequentemente, a comunicação e a argumentação.  
Elaborei todas as tarefas que constituem a unidade de ensino em suporte de papel 
com espaço para a resolução dos alunos e estruturei cada aula em três fases: (i) proposta 
da tarefa aos alunos; (ii) realização do trabalho pelos alunos; e (iii) momento de discussão 
dos resultados obtidos, com toda a turma. Esta estrutura é proposta por diversos autores 
(Christiansen & Walther, 1986; Ponte, Brocardo & Oliveira, 2003), para as aulas onde se 
resolvem tarefas de investigação. No entanto, também a considero apropriada para tarefas 
de outra natureza, promovendo a autonomia dos alunos e um momento para a partilha das 
várias estratégias utilizadas.  
A apresentação da tarefa fez-se com a distribuição do enunciado e, por vezes, com 
uma breve apresentação oral, a fim de esclarecer os seus objectivos e/ou de clarificar 
alguns aspectos, reforçando a ideia de que o recurso ao computador é possível se for 
considerado conveniente. 
Durante a realização das tarefas procurei acompanhar as estratégias dos alunos, 
questionando-os e levando-os a explicarem/clarificarem os seus raciocínios e, sobretudo, 
manter uma postura de encorajamento à prossecução da tarefa. Os alunos fizeram registos 
escritos do seu trabalho, usando papel e lápis e, sempre que acharam conveniente, 
recorreram ao computador usando o software Graph. Solicitei-lhes que escrevessem todos 
                                                 
7
 Uma vez que nos CEF’s é obrigatório cumprir a totalidade da carga horária, em cada uma das disciplinas, na 
escola onde exerço funções, e de modo a não sobrecarregar os alunos com aulas de substituição (que não são 
contabilizadas), é habitual um professor leccionar a sua disciplina quando outro professor falta. 
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os passos da resolução e que justificassem as conclusões obtidas, contribuindo para o 
desenvolvimento da comunicação matemática e para a organização do seu raciocínio. 
 
Discussões gerais 
A discussão geral foi realizada no final da resolução de cada tarefa. No entanto, 
quando vários alunos manifestavam dificuldades num determinado aspecto, considerei 
benéfica a interrupção do trabalho e a realização de uma discussão intermédia. Esta medida 
permitiu que os alunos clarificassem as ideias e que todos pudessem prosseguir com a 
resolução sem que se verificassem atrasos significativos. 
Tentei que nas aulas de 90 minutos a discussão geral ocorresse pelo menos nos 
últimos 20 minutos, mas tal nem sempre foi possível, devido a factores como a dimensão da 
tarefa e o desembaraço dos alunos. Perante estas situações, permiti que os alunos 
continuassem as suas investigações, até ao final da aula e a discussão ocorreu na aula 
seguinte. Sempre que isto aconteceu recolhi os produtos realizados pelos 12 alunos, 
analisei-os, fotocopiei-os e na aula seguinte devolvi-lhes o original, antes da discussão em 
grande grupo. Por vezes, aquando da análise das resoluções, surgiram situações  que se 
destacaram, como, por exemplo, resoluções incorrectas, pouco pormenorizadas, ou, pelo 
contrário, resoluções muito bem elaboradas. Sempre que me deparei com estas situações, 
construí uma apresentação em PowerPoint, onde digitalizei as informações principais, a fim 
de serem objecto de uma discussão mais pormenorizada na aula seguinte. No entanto, 
quando as resoluções das várias díades eram semelhantes não fiz este trabalho, sendo a 
discussão feita apenas oralmente ou com recurso ao quadro. Nas aulas em que a discussão 
ocorreu, imediatamente, após a realização da tarefa, informei os alunos que não deveriam 
fazer qualquer alteração ao que tinham escrito, uma vez que no final da aula iria proceder à 
recolha das resoluções para fotocopiar e analisar, devolvendo-as na aula seguinte com as 
devidas correcções e o feedback considerado necessário. No entanto, incentivei o registo de 
anotações e das resoluções elaboradas por processos diferentes, no caderno diário. 
A discussão geral foi um dos momentos mais significativos das aulas em que se 
concretizou a unidade de ensino. Nestas discussões, os alunos partilhavam as estratégias 
de resolução com os colegas e procuravam compreender as resoluções de outras díades. A 
troca de ideias e a confrontação de estratégias distintas permitia enriquecer estes 
momentos, que eram, simultaneamente, espaços privilegiados para: (i) o esclarecimento de 
dúvidas; (ii) a clarificação de aspectos menos conseguidos; (iii) a validação dos resultados; 
(iv) a formulação de novas conjecturas; (v) a sistematização de conclusões e conceitos 
fundamentais; e (vi) a consolidação de conhecimentos. 
Independentemente da metodologia de trabalho adoptada, em cada momento, o meu 
papel enquanto professora foi o de orientadora da actividade desenvolvida pelos alunos, 
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lançando questões que os levassem a prosseguir o seu trabalho e moderando as 
discussões geradas, de modo a promover uma reflexão efectiva sobre a actividade 
realizada. Por fim, tive um papel importante na clarificação e sistematização das 
aprendizagens. 
 
3.4.4. A Avaliação 
 
Todo o trabalho desenvolvido nesta unidade de ensino teve características 
semelhantes ao que foi desenvolvido com os alunos desde o início do curso, e a avaliação 
não foi excepção. Esta rege-se pelos critérios de avaliação definidos para os CEF’s, no 
início do ano lectivo, pela equipa pedagógica e aprovados em Conselho Pedagógico. Os 
critérios contemplam: (i) o domínio dos Saberes e Competências Específicas com um peso 
de 60%, onde se incluem os testes e mini-testes de avaliação (40%), os trabalhos realizados 
individualmente, como o problema do mês (10%) e os trabalhos realizados em díade ou 
pequeno grupo (10%); e (ii) o domínio das Atitudes e Valores com um peso de (40%), onde 
se inclui a responsabilidade (10%), o comportamento/relações interpessoais (20%) e os 
métodos e técnicas de estudo e trabalho (10%). 
Deste modo, a avaliação da unidade de ensino depende de vários factores, de onde 
se destacam: os produtos realizados pelos alunos, o envolvimento dos alunos na realização 
das tarefas propostas e na discussão das actividades, e os testes e mini-testes de 
avaliação. No total foram realizados 4 testes e 1 mini-teste, sendo que a experiência de 
ensino contou com 3 testes (Anexo III). Este número pode parecer exagerado para um 
período lectivo, mas tem sido esta a minha metodologia nos CEF’s, e até são os próprios 
alunos que solicitam as avaliações escritas, porque, salvo raras excepções, contemplam 
apenas os conteúdos que estão a ser estudados no momento, o que faz com que os 
desempenhos, regra geral, sejam positivos, constituindo um factor de motivação para estes 
jovens.  
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Capítulo 4 
 
 
Metodologia 
 
Neste capítulo são apresentadas as opções metodológicas do estudo, os critérios de 
selecção dos participantes, as estratégias adoptadas para a recolha dos dados e a forma 
como estes foram analisados.  
 
4.1. Opções metodológicas 
 
Em seguida, justifico a opção por uma metodologia de natureza qualitativa, tendo por 
base o paradigma interpretativo, e a opção pela realização de um estudo de caso. Refiro, 
também, as razões pelas quais desenvolvi uma investigação sobre a minha própria prática 
profissional. 
 
4.1.1. Paradigma interpretativo e abordagem qualitativa 
 
O paradigma interpretativo centra-se nas especificidades do significado e da acção 
na vida social (Erickson, 1986), valorizando a compreensão de uma situação no seu 
contexto, não tendo como objectivo efectuar previsões ou generalizar os resultados. Este 
tipo de investigação revela-se, particularmente, adequado quando as questões são 
“formuladas com o objectivo de investigar os fenómenos em toda a sua complexidade e em 
contexto natural” (Bogdan & Biklen, 1994, p. 16). Segundo Rosa e Arnoldi (2006), na 
pesquisa qualitativa, não é a quantidade de pessoas que irão prestar informações que tem 
importância, mas sim, o significado que os sujeitos têm em relação ao que se procura para a 
pesquisa.  
Segundo Bogdan e Biklen (1994), a investigação qualitativa possui cinco 
características, não tendo, no entanto, que estar patentes, simultaneamente, num único 
estudo: (i) na investigação qualitativa a fonte directa de dados é o ambiente natural, 
constituindo o investigador o instrumento principal; (ii) a investigação qualitativa é descritiva; 
(iii) os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que pelos resultados 
ou produtos; (iv) os investigadores qualitativos tendem a analisar os seus dados de forma 
indutiva; e (v) o significado é de importância vital na abordagem qualitativa. 
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Fernandes (1991) defende que, a investigação qualitativa, fornece informação acerca 
do ensino e da aprendizagem, que seria difícil obter de outra forma. Através da observação 
detalhada e planeada e da interacção estreita com os sujeitos podem estudar-se processos 
cognitivos que utilizam na resolução de situações problemáticas, identificando-se, assim, 
variáveis relevantes para o estudo do ensino e da aprendizagem que não são facilmente 
detectadas através da utilização dos métodos típicos da investigação quantitativa. 
 Obviamente, este tipo de investigação também tem limitações. Pelo facto de se 
procurar compreender uma realidade específica e interpretar acções e significados, está 
envolvida alguma subjectividade, inerente ao papel do investigador (Cohen, Manion & 
Morrison, 2000), o que leva diversos autores a indicarem a necessidade de se levarem a 
cabo diligências para que as interpretações realizadas neste tipo de estudos possam ser 
consideradas credíveis. Por um lado, o investigador deve explicitar, no início do estudo, as 
suas expectativas e convicções de forma a tornar claros e compreensíveis os seus efeitos 
em interpretações subsequentes (Denzin, 1989, referido em Santos, 2000). Por outro lado, 
sugere-se desenvolver a “triangulação”, isto é, a confrontação de informação obtida a partir 
de fontes distintas (Erikson, 1989; Ludke & André, 1986; Reichardt & Cook, referidos em 
Santos, 2000). O uso de múltiplos métodos, ou da triangulação, reflecte uma tentativa de 
assegurar uma compreensão em profundidade do fenómeno em questão. A triangulação 
não é uma ferramenta ou uma estratégia de validação, mas uma alternativa para a validação 
(Flick, 1998, referido em Denzin & Lincoln, 2006).  
Segundo Bogdan e Biklen (1994), os investigadores qualitativos conseguem 
ultrapassar alguns dos seus enviesamentos, utilizam métodos que auxiliam neste processo, 
por exemplo, passam uma quantidade de tempo considerável no mundo empírico 
recolhendo laboriosamente e revendo grandes quantidades de dados. 
 
4.1.2. Estudo de caso 
 
De acordo com Ponte (2002), “é a natureza das questões formuladas que determina 
a natureza do objecto de estudo e dos dados a recolher” (p. 17). Neste caso, em particular, 
a formulação do problema indicia a necessidade de se entender o modo como um fenómeno 
ocorre e as razões que o podem justificar, pelo que se optou pela abordagem de estudo de 
caso. O estudo de caso, segundo Gil (1988, referido em Fiorentini & Lorenzato, 2006) é o 
estudo profundo e exaustivo de um ou de poucos objectos, com contornos claramente 
definidos, permitindo o seu amplo e detalhado conhecimento. Mas ao considerarem-se 
contextos diferentes, em particular o individual e o colectivo, coloca-se a questão de qual ou 
quais os casos a considerar. Embora a experiência de ensino seja concretizada numa turma 
e todos os alunos sejam participantes, na medida em que vivem as actividades que nela 
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estão previstas, tornou-se necessária a identificação de um grupo de menor dimensão, que 
permitisse fazer uma análise mais profunda de cada uma das questões de investigação. 
Assim, optou-se por considerar um caso, constituído por dois alunos, que trabalham, 
habitualmente, em díade. As díades foram formadas, durante o primeiro ano do curso, sem 
a preocupação da existência de um elemento mais competente, mas tendo por base a 
existência de elementos heterogéneos, de modo que, sempre que possível, as 
características de um complementassem as do outro, sendo imprescindível que tivessem 
um bom relacionamento e que respeitassem o ritmo do colega e as suas estratégias de 
trabalho.  
Para a selecção dos alunos que constituíram o estudo de caso foram tidos em 
atenção os seguintes critérios: (i) revelarem disponibilidade para participar no estudo; (ii) 
terem disponibilidade para reunir com a investigadora fora das aulas, se necessário; (iii) 
terem facilidade na expressão oral, para que as interacções entre os dois alunos sejam 
ricas; (iv) terem, no global, aproveitamento escolar diferenciado; e (v) terem bons níveis de 
assiduidade e pontualidade.  
Um estudo de caso incide sobre um fenómeno específico, ao longo de um período 
de tempo, através do relato rico, por parte do investigador (Bogdan & Biklen, 1994). Estes 
autores, consideram que um ambiente físico adequado para efectuar a investigação no 
formato de estudo de caso, é aquele que é utilizado repetidamente pelos participantes. Esta 
investigação foi realizada na sala onde os alunos têm aulas, pois tratando-se de um CEF na 
área da informática, têm uma sala fixa equipada com computadores. 
 
4.1.3. Investigação sobre a prática 
 
Segundo Fiorentini e Lorenzato (2006), como educador, o objectivo do professor é 
desenvolver uma prática pedagógica inovadora em matemática (exploratória, investigativa, 
problematizadora, crítica, etc.), que seja a mais eficaz possível do ponto de vista de 
educação/formação dos alunos. Porém, como investigador, o seu objectivo é sistematizar, 
analisar e compreender como acontece esse processo educativo dos alunos ou quais os 
limites e as potencialidades didático-pedagógicas dessa prática inovadora. Ou seja, a 
investigação visa extrair lições, aprendizagens ou conhecimentos das experiências 
docentes. Nesse sentido, uma experiência educativa pode resultar num fracasso 
pedagógico, mas, do ponto de vista investigativo, a mesma experiência pode significar uma 
rica fonte de aprendizagem ou de produção de conhecimentos sobre a prática docente.  
Ponte (2002), defende que são várias as razões pelas quais a pesquisa sobre a 
própria prática pode ser importante: (i) contribui para o esclarecimento e resolução dos 
problemas; (ii) proporciona o desenvolvimento profissional dos respectivos actores; e (iii) 
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ajuda a melhorar as organizações em causa. Defende, ainda, que, em certos casos, esta 
pesquisa também pode contribuir para o desenvolvimento da cultura profissional no 
respectivo campo de prática e até para o conhecimento da sociedade em geral. 
Esta investigação envolveu uma das turmas onde leccionei no biénio 2009/20118. 
Sendo assim, durante o período em que decorreu este estudo, exerci, em simultâneo, os 
papéis de professora e investigadora. De acordo com Ponte (2002), a investigação sobre a 
prática pode ter como pontos de partida: (i) a necessidade de alterar algum aspecto da 
prática profissional do professor, uma vez reconhecida a necessidade dessa mudança; e (ii) 
a compreensão da natureza dos problemas que afectam essa mesma prática, com o intuito 
de definir uma nova estratégia de acção, numa fase posterior. 
Como professora, sinto uma necessidade constante não só de reformular aspectos 
particulares da minha prática, adaptando-a às novas realidades com que me deparo, como 
também de reflectir sobre o impacto destas alterações no modo como os alunos se 
envolvem na resolução das tarefas propostas e no modo como decorre a aprendizagem. A 
realização deste trabalho de investigação surge, também, com o objectivo de ir ao encontro 
de uma das minhas preocupações enquanto professora: o facto de haver muitos alunos, 
com dificuldades na aprendizagem das funções, apesar de se tratar de um conceito que 
surge com frequência no dia-a-dia.  
 
4.2. Participantes 
 
Nesta investigação foram considerados, como participantes, os alunos de uma turma 
do 2.º ano de um CEF – Tipo 2, da qual foram, posteriormente, seleccionados dois deles, 
cujo desempenho foi objecto de análise num estudo de caso, uma vez que trabalharam em 
díade. 
 
4.2.1. A escola e o meio envolvente 
 
Esta investigação foi desenvolvida numa escola do ensino básico com 2.º e 3.º 
ciclos, situada numa localidade da área suburbana de Lisboa. À semelhança de outras 
localidades da periferia da capital, verifica-se uma acentuada multiculturalidade, com uma 
população de diversas nacionalidades, religiões e etnias. A comunidade ao nível sócio-
cultural é, maioritariamente, desfavorecida. As habilitações académicas situam-se, 
predominantemente, ao nível do ensino básico e a nível profissional predomina o trabalho 
                                                 
8
 Tratando-se de uma turma de CEF os alunos que frequentam o primeiro ano são os mesmos que frequentam o 
segundo, salvo raras excepções de anulação de matrícula, mudança de curso ou exclusão por faltas. 
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não especializado e sem qualificação, inserindo-se, essencialmente, no sector terciário. É de 
salientar que mais de metade dos alunos beneficiam de apoio socioeconómico. 
O projecto educativo da escola identificou como um dos principais problemas, a não 
valorização das aprendizagens escolares, quer por parte dos alunos quer dos pais e 
encarregados de educação, apresentando, frequentemente, expectativas baixas em termos 
de sucesso e de carreiras profissionais o que dificulta a melhoria dos resultados escolares.  
A escola tem 91 professores e cerca de 727 alunos, distribuídos por 14 turmas do 2.º 
ciclo, incluindo uma turma de um Curso de Educação e Formação (Tipo 1) e 18 turmas do 
3.º ciclo, incluindo duas turmas de um Curso de Educação e Formação (Tipo 2). 
 
4.2.2. A turma 
 
Optei por escolher uma turma de CEF, para realizar este estudo, porque trabalhar 
com estes alunos é um desafio constante. Esta turma é constituída por 12 alunos: 9 rapazes 
e 3 raparigas. À excepção de uma aluna, todos residem em zonas próximas da escola, 
deslocando-se, diariamente, a pé ou em autocarros urbanos. As habilitações académicas 
dos pais dos alunos estão compreendidas entre o 4.º e o 12.º ano. As profissões que 
desempenham integram-se, sobretudo nos serviços, na indústria ou na construção civil, 
sendo que algumas mães são domésticas, por conta própria ou por conta de outrem. Dois 
alunos são órfãos de mãe e cinco têm pais divorciados. As dificuldades económicas são 
visíveis, pelo que sete alunos (58%) beneficiam da Acção Social Escolar.  
Estes alunos apresentam uma grande diversidade no que respeita aos seus países 
de origem. Verifica-se que estão representadas 5 nacionalidades diferentes, existindo um 
total de 8 alunos (67%) oriundos de países estrangeiros, tal como se pode verificar no 
quadro 4. 
Quadro 4. Países de origem dos alunos. 
País de origem N.º de alunos 
Angola 1 
Brasil 3 
Cabo Verde 3 
Portugal 4 
S. Tomé e Príncipe 1 
Total 12 
 
As dificuldades, da generalidade dos alunos, no domínio da língua portuguesa 
manifestam-se em diversas disciplinas. Em Matemática, manifestam-se, sobretudo, na 
interpretação dos enunciados e na expressão oral e escrita. No entanto, a maior parte 
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destes alunos também revela falta de concentração e de hábitos e métodos de trabalho e 
estudo. 
As idades dos alunos9 oscilam entre os 15 e os 18 anos, sendo que a média é de, 
aproximadamente, 16,3 anos, tal como se pode constatar no quadro 5. 
 
Quadro 5. Idade dos alunos. 
Idades N.º de alunos 
15 1 
16 8 
17 1 
18 2 
Total 12 
 
Os alunos desta turma são provenientes dos três anos de escolaridade, previstos na 
legislação: 6.º, 7.º e 8.º anos. Assim, quatro alunos concluíram o 6.º ano de escolaridade 
com aproveitamento, sete frequentaram o 7.º ano, sem terem obtido aproveitamento, e um 
aluno frequentou o 8.º ano de escolaridade, mas sem aproveitamento. 
Todos os alunos apresentam, pelo menos duas retenções no seu percurso escolar, 
verificando-se que alguns têm mais do que uma retenção no mesmo ano de escolaridade. 
No quadro 6 pode ver-se o número de retenções em anos anteriores, sendo que neste tipo 
de cursos todos os alunos transitam do 1.º para o 2.º ano, independentemente do seu 
aproveitamento. Para além disso, há 5 alunos que atrasaram um ano, ou mais, devido à 
mudança do sistema de ensino do seu país para o sistema de ensino português.  
 
Quadro 6. Número de retenções. 
N.º de retenções N.º de alunos 
2 5 
3 5 
4 1 
5 1 
Total 12 
 
No início do curso, muitos alunos afirmavam, ainda, não ter nenhuma ideia definida 
sobre a profissão a escolher futuramente. Contudo, todos os alunos referiram que 
pretendiam prosseguir estudos em cursos profissionais e cinco pretendiam também 
trabalhar em simultâneo. Relativamente à Matemática, apenas dois alunos referiram gostar 
                                                 
9
 Idade em 15 de Setembro de 2010. 
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da disciplina, sendo que as maiores dificuldades apontadas se situam na resolução de 
equações, na resolução de problemas e na tabuada.  
 
4.2.3. Flávio e Pedro 
 
Flávio e Pedro formam a díade que foi seleccionada para constituir o estudo de caso. 
Estes alunos preenchiam todos os critérios definidos para esta escolha. O Flávio apesar de 
não manifestar qualquer dificuldade de aprendizagem, no final do 1.º ano teve nível dois em 
quatro disciplinas, incluindo Matemática Aplicada. Esta situação deve-se, em grande parte, 
às dificuldades de concentração do aluno e à ausência de hábitos de trabalho e estudo. É 
um aluno que assume não gostar de Matemática, mas apesar deste cenário, progrediu ao 
longo do ano lectivo, e, ocasionalmente, já se envolvia nas tarefas propostas. 
O Pedro, pelo contrário, apresenta dificuldades na expressão escrita e ao nível do 
raciocínio e embora em algumas disciplinas revele desempenhos pouco satisfatórios, como 
no caso de Português e Inglês, assume gostar de Matemática e, é um aluno muito 
empenhado, resolvendo correctamente tudo o que requer um procedimento mecanizado, 
como a resolução de equações. No final do 1.º ano foi avaliado com nível 4, na disciplina de 
Matemática Aplicada.  
Dado o fraco aproveitamento global da turma, os desempenhos de Pedro faziam-no 
sobressair relativamente aos restantes alunos, que o viam como “o mais responsável”. Já 
em relação ao Flávio, atribuíam-lhe o estatuto de “aluno mais problemático”. 
 
4.3. Recolha de dados 
 
A recolha de dados numa investigação é um processo complexo e minucioso. Nesta 
secção são descritos os procedimentos que foram desenvolvidos durante a recolha de 
dados, assim como os principais modos e instrumentos utilizados. 
 
4.3.1. Procedimentos 
 
Segundo Rosa e Arnoldi (2006), “... a escolha do procedimento e das técnicas 
adequadas é ponto crucial para o desenvolvimento e a fidedignidade dos resultados das 
pesquisas...” (p. 13). Assim sendo, procurei planear cuidadosamente a fase de recolha de 
dados. 
Comecei por informar a Direcção da Escola sobre a minha intenção de realizar este 
estudo com alunos desta turma e sobre os seus principais objectivos (Anexo IV). Foi-me 
dada autorização para o desenvolver, desde que os encarregados de educação dos alunos 
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da turma estivessem de acordo com a participação dos seus educandos e desde que o 
Conselho Pedagógico não se opusesse. Em seguida, solicitei autorização ao Conselho 
Pedagógico (Anexo V), sendo-me cedida autorização desde que, mais uma vez, os 
encarregados de educação estivessem de acordo. Por fim, informei os alunos e os 
encarregados de educação de que esta iniciativa estava integrada num estudo que me 
encontrava a desenvolver, no âmbito do Mestrado, tendo como objectivo principal 
compreender, de forma aprofundada, o modo como a resolução de tarefas problemáticas e 
de carácter exploratório e investigativo, com recurso a um software didáctico, pode contribuir 
para a aprendizagem das funções. Pedi a sua colaboração para a realização de entrevistas, 
fora da sala de aula, nas quais lhes seria dada uma tarefa para resolverem. Os alunos foram 
informados de que estas entrevistas seriam gravadas em áudio. Foi garantida a liberdade de 
optarem ou não pela participação no estudo, bem como a confidencialidade dos dados 
recolhidos (os nomes utilizados são fictícios). Segundo Tuckman (2002), todos os 
participantes têm direito à sua privacidade ou à não participação. Para além disso, têm o 
direito de guardar para si informações que considerem de natureza particular, pelo que essa 
situação deve ser salvaguardada por parte do investigador. No entanto, todos os alunos se 
voluntariaram para a participação no estudo e para a realização das entrevistas, e os 
encarregados de educação também autorizaram por escrito (Anexo VI) a participação dos 
seus educandos no estudo.  
Após esta fase solicitei à Direcção da Escola a instalação do software necessário10. 
Antes do início do estudo informei os alunos da díade seleccionada para o estudo de caso, 
bem como dos critérios utilizados. Os restantes alunos não ficaram melindrados com a 
escolha, pois perceberam que os critérios se aplicavam na perfeição àqueles alunos, porque 
para além de fazerem parte do grupo de alunos mais pontuais e assíduos ainda são os mais 
desinibidos. 
Uma vez criadas todas as condições necessárias para o desenvolvimento do estudo, 
iniciei o processo de recolha de dados que decorreu de 19 de Outubro de 2010 a 5 de 
Janeiro de 2011, onde foram aplicadas as 16 tarefas propostas na experiência de ensino, 
três testes de avaliação e duas entrevistas, sendo que a segunda entrevista ocorreu após a 
leccionação da unidade de ensino e após uma pausa nas actividades lectivas. Dado que os 
alunos não conheciam o software Graph, antes da resolução da tarefa 1, foi resolvida uma 
tarefa (Tarefa 0), com a finalidade de os alunos terem oportunidade de usar e explorar as 
ferramentas do software que eram necessárias à realização das tarefas seguintes. Com o 
intuito de auxiliar os alunos nesta nova aprendizagem, elaborei um manual, com os 
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 O software Graph, para execução das tarefas (de utilização livre). 
    O software AutoScreenRecorder, para gravação vídeo de todos os passos no computador (de utilização livre). 
    O Codec XviD, para a compressão do vídeo (de utilização livre). 
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principais comandos deste software e distribuí um exemplar a cada um deles. Em 
simultâneo, projectei o manual na tela, para que a explicação dos comandos fosse melhor 
compreendida. À medida que ia lendo o manual, esclarecia as dúvidas que os alunos 
colocavam e fazia algumas experiências, usando o software, que eram projectadas na tela, 
alternadamente com o manual. De modo a que os alunos não ficassem intimidados com a 
presença do gravador, este aparelho foi utilizado nesta aula, onde os alunos tiveram 
oportunidade de o testar e de verem esclarecidas as suas dúvidas sobre a utilização do 
mesmo no estudo. Esta tarefa também foi usada como um teste à recolha de dados, já que 
foram usados os softwares e gravados os ficheiros. 
 
4.3.2. Modos/Instrumentos 
 
Numa investigação de carácter qualitativo é importante obter informação de diversas 
fontes, de modo a permitir uma abordagem a partir de diversas perspectivas, que quando 
usadas em simultâneo se complementam. Os principais modos e instrumentos de recolha 
de dados utilizados nesta investigação foram: observação de aulas, produtos realizados 
pelos alunos, entrevistas e documentos biográficos e organizacionais.  
 
Observação de aulas 
De modo a organizar toda a informação relevante, relacionada com o estudo, e a 
proceder a eventuais reajustamentos na planificação do mesmo, elaborei um documento, 
onde registei a data, o número da aula, a tarefa desenvolvida, pequenas considerações 
sobre a reacção dos alunos e a forma como a aula decorreu. Segundo Bogdan e Biklen 
(1994), este registo é essencial para que um estudo qualitativo seja bem sucedido e 
constitui-se como o instrumento “onde o investigador regista os acontecimentos relevantes 
que vão surgindo no decurso do trabalho, bem como as ideias e preocupações que lhe vão 
surgindo” (Ponte, 2002, p. 18). 
Com o objectivo de enriquecer os meus registos, mas também de perceber melhor 
as interacções entre os alunos que constituem o estudo de caso, assim como as suas 
dificuldades, usei um gravador áudio, na sala de aula. Este gravador durante a resolução 
das tarefas era colocado junto dos alunos que constituem o estudo de caso e nos momentos 
de discussão, em grande grupo, era colocado numa mesa no centro da sala, de modo a 
registar as possíveis intervenções de todos os alunos da turma. 
 No próprio dia ouvia a gravação, retirava notas, e apontava os momentos onde 
surgiam as interacções mais significativas, sendo a transcrição realizada assim que 
possível. Deste modo, ficava com uma ideia precisa das dificuldades dos alunos, das 
estratégias utilizadas e das aprendizagens realizadas, pelo que, em conjunto com as 
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informações que tinha resultantes da observação directa, permitia-me redefinir 
procedimentos e estratégias para a aula seguinte.  
Tive assim em conta que, tirar notas de campo extensas faz parte integrante de uma 
investigação qualitativa e que estas devem ser tiradas logo após o período de observação, 
evitando, contudo, fazê-lo à frente dos sujeitos (Bogdan & Biklen, 1994). 
 
Produtos realizados pelos alunos 
Os produtos realizados pelos alunos fornecem dados de dois tipos: em suporte de 
papel e em suporte digital, sendo que este último também se divide em dois tipos: o ficheiro 
do software Graph e o ficheiro do software AutoScreenRecorder11, que contém a gravação 
vídeo dos passos seguidos pelos alunos e de tudo o que acontece no ecrã do computador, 
possibilitando a análise pormenorizada dos procedimentos dos alunos, nomeadamente o 
número de tentativas até chegarem ao resultado desejado.  
Todos os ficheiros resultantes do trabalho desenvolvido informaticamente foram 
gravados, pelos alunos, numa pasta no ambiente de trabalho. No final da aula copiei-os para 
poder fazer a sua posterior análise. 
1. Tarefas. A presente experiência de ensino tem como suporte a resolução de 
tarefas problemáticas e de natureza exploratória e investigativa. Todas as tarefas 
contemplavam espaço para o registo escrito das conclusões dos alunos, bem como para 
efectuar cálculos, completar tabelas, desenhar gráficos, entre outras actividades. Assim, 
todos os alunos me facultaram os originais resolvidos na aula, de modo a que os pudesse 
fotocopiar (apesar de trabalharem em díade e de ser expectável que as respostas fossem 
idênticas, cada aluno respondia às questões na sua folha). Os originais foram devolvidos, 
impreterivelmente, no dia seguinte ou na aula seguinte, não prejudicando o seu estudo 
individual nem a realização dos trabalhos de casa. Estes documentos, juntamente com os 
ficheiros do AutoScreenRecorder, assumiram um papel essencial, uma vez que a partir 
deles foi possível analisar as resoluções que efectuaram, identificando as dificuldades que 
sentiram e as principais estratégias que adoptaram. 
2. Testes de avaliação. Os testes escritos concebidos para este estudo procuravam 
identificar estratégias e dificuldades dos alunos. Mas no primeiro optou-se por não permitir o 
recurso ao software Graph, uma vez que havia um conjunto de questões que não 
beneficiavam do recurso ao software e havia outro conjunto que com recurso ao software 
teriam uma resolução imediata, impossibilitando assim a avaliação do grau de aquisição e 
interiorização das principais propriedades das funções estudadas até ao momento. As 
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 Foi utilizada a versão 3.1.113, trata-se de um software de utilização livre, disponível no site 
http://pplware.sapo.pt/software/autoscreenrecorder-free-3-1-113-optimo-para-videocasting/ 
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questões deste teste foram elaboradas por mim, com base em questões de manuais 
escolares. Deu-se relevo à comunicação matemática, à interpretação gráfica, à transição 
das representações gráfica e simbólica para a tabular, ao relacionamento entre a 
representação gráfica e a representação simbólica, e ainda à transição da representação 
tabular para a gráfica e a simbólica. 
O segundo teste de avaliação foi realizado no final do estudo da função afim e é 
constituído por duas partes. Na primeira parte, constam duas questões de escolha múltipla, 
onde se deu primazia à interpretação gráfica e à comunicação escrita (a segunda questão 
foi adaptada da Brochura da Álgebra (Ponte et al., 2009)). Na segunda parte, consta um 
problema de proporcionalidade directa (adaptado do teste intermédio do 8.º ano de 2010), 
apresentado sob a representação verbal, onde, entre outras questões são solicitadas as 
representações tabular e simbólica. De seguida é apresentada uma função através da sua 
expressão analítica, onde são solicitadas as representações tabular e gráfica. Por fim, é 
apresentado um problema sob a representação verbal, constituído por uma função linear e 
outra afim não linear, onde os alunos são questionados relativamente à melhor opção em 
diferentes situações. 
O último teste de avaliação foi realizado no final do estudo da função de 
proporcionalidade inversa e foi construído a partir de questões de exames nacionais, 
relacionados com este tipo de função. A primeira questão é apresentada sob a 
representação gráfica e é solicitada a representação tabular e simbólica. A segunda questão 
é constituída por um problema de proporcionalidade inversa apresentado na representação 
verbal, que os alunos têm que interpretar. Por fim, pretendia-se que os alunos 
relacionassem as representações gráfica e simbólica e que comunicassem 
matematicamente. Para tal, foram apresentadas duas expressões analíticas (uma de uma 
função afim e outra de uma função de proporcionalidade inversa) e quatro referenciais 
cartesianos, cada um deles com dois gráficos. A tarefa dos alunos era seleccionar o 
referencial cartesiano que correspondia às duas funções dadas e apresentar uma razão 
para cada uma das exclusões.  
Foram fotocopiadas as resoluções de todos os testes, antes de serem devolvidas 
aos alunos, de modo a serem, posteriormente, analisadas por mim em pormenor. 
 
Entrevistas 
Este estudo envolveu a realização de duas entrevistas de tipo clínico e semi-
estruturadas, aos alunos que constituíram o estudo de caso, para assegurar que todos os 
tópicos considerados cruciais seriam contemplados.  
Segundo Bogdan e Biklen (1994), as entrevistas semi-estruturadas permitem uma 
comparação mais efectiva entre os entrevistados, existindo um guião estruturador à partida. 
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Nas entrevistas de tipo clínico, que decorrem a partir da realização de certas tarefas, 
segundo Lessard-Hérbert, Goyette e Boutin (2008), o investigador vai adaptando cada nova 
questão em função da resposta ou da informação que o entrevistado lhe acabou de dar, a 
fim de a aprofundar e de melhor a compreender. Deste modo, à medida que a entrevista se 
desenrola, o investigador tenta suscitar a revelação de informações que lhe permitam obter 
respostas para o que pretendia averiguar. 
As entrevistas foram realizadas individualmente aos dois alunos, em tempo extra 
lectivo, e ocorreram na sala de aula da turma, com a possibilidade de recurso ao software 
Graph. Tiveram uma duração de, aproximadamente, uma hora cada e foram áudio-
gravadas. Posteriormente procedeu-se à respectiva transcrição das mesmas. 
A primeira entrevista foi realizada após a resolução do segundo teste (no dia 3 de 
Dezembro) e com base na resolução que os alunos fizeram da primeira questão da parte II. 
Esta entrevista tinha como principais objectivos: (i) identificar exactamente as dificuldades 
dos alunos; (ii) compreender o uso que os alunos dão ao software Graph na exploração dos 
modelos da função afim; (iii) perceber em que medida o software Graph poderá contribuir 
para que os alunos ultrapassem as dificuldades que encontram ao trabalharem com 
funções; e (iv) perceber as conexões que os alunos fazem entre representações. Foi 
construído um guião de entrevista para cada aluno, partilhando a mesma estrutura (Anexos 
VII e VIII), mas diferenciando-se nas questões colocadas, de acordo com a forma como os 
alunos resolveram a questão do teste. 
A segunda entrevista foi realizada após o término da unidade de ensino e após a 
interrupção de Natal (no dia 5 de Janeiro) e tinha como principais objectivos: (i) averiguar as 
aprendizagens dos alunos, que perduraram após esta pausa nas actividades lectivas; e (ii) 
identificar eventuais alterações nas estratégias dos alunos, nomeadamente no que se refere 
à utilização do software Graph. Nesta entrevista clínica foram incluídas questões que 
permitiam, de algum modo, efectuar comparações com o que os alunos fizeram em 
avaliações anteriores e com o que procurei promover durante a experiência de ensino. Foi 
construído um único guião de entrevista (Anexo IX), do qual fez parte uma tarefa (Anexo X) 
que foi resolvida no momento (individualmente), permitindo assim uma comparação mais 
efectiva entre os entrevistados, tal como referem Bogdan e Biklen (1994). 
Segundo Rosa e Arnoldi (2006), a opção pela técnica da recolha de dados através 
da entrevista deve ser feita quando o pesquisador/entrevistador precisa valer-se de 
respostas mais profundas para que os resultados da sua pesquisa sejam realmente 
atingidos e de forma fidedigna. Neste estudo as entrevistas foram essenciais para 
caracterizar as aprendizagens individuais, dado que, por um lado, os alunos trabalharam 
sempre em díade nas aulas e, por outro, os testes de avaliação nem sempre forneceram 
informações suficientemente aprofundadas acerca das aprendizagens realizadas. 
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Documentos biográficos e organizacionais  
Com o objectivo de caracterizar a escola e o meio envolvente, a turma, em geral e os 
alunos que constituem o estudo de caso, em particular, foram analisados documentos 
diversos: (i) fichas biográficas dos alunos da turma, preenchidas pelos mesmos no início do 
curso; (ii) processos individuais dos alunos; (iii) projecto curricular de turma; e (iv) projecto 
educativo de escola. 
 
4.3.3. Plano da recolha de dados 
 
A recolha de dados ocorreu de 19 de Outubro de 2010 a 5 de Janeiro de 2011 e 
contou com todas as tarefas, testes e entrevistas realizados durante este período. No 
entanto, nem todos os dados recolhidos foram objecto de análise, pela sua grande 
quantidade. O quadro 7 sintetiza o modo como a recolha de dados foi efectuada, mas 
evidencia apenas os instrumentos que foram objecto de análise. As razões da selecção 
efectuada são apresentadas na secção seguinte. 
 
Quadro 7. Dados recolhidos e analisados. 
 
 
4.4. Análise de dados 
 
 Segundo Bogdan e Biklen (1994), a análise de dados é um processo de procura e 
de organização sistemático de materiais que foram sendo acumulados, com o objectivo de 
aumentar a compreensão do fenómeno em estudo. Falar em análise de dados significa 
interpretar e dar sentido a todo o material de que se dispõe a partir da recolha de dados. A 
análise de dados pressupõe diversas actividades, como organizar e subdividir os dados em 
unidades manipuláveis, sintetizá-los, procurar padrões, confrontar, estabelecer relações e 
descobrir o que é realmente importante. Através de sucessivas análises de fenómenos 
semelhantes e distintos vai-se construindo uma teoria que explica o que se vai estudando. 
Neste quadro, o presente estudo segue uma via essencialmente indutiva e dado o elevado 
ANO MÊS 
INSTRUMENTOS DE RECOLHA DE 
DADOS 
FORMAS DE RECOLHA DE 
DADOS 
2010 
Outubro - Tarefas: 1 e 2 
- Registo escrito das respostas de cada 
aluno, no que respeita às tarefas, aos 
testes e às entrevistas. 
 
- Ficheiro com o trabalho realizado no 
software Graph. 
 
- Ficheiro com a gravação vídeo de todo o 
trabalho no software Graph (pelo 
AutoScreenRecorder). 
 
- Ficheiro com a gravação áudio (excepto 
da resolução dos testes). 
Novembro 
- Tarefas: 6, 7 e 10 
- Teste 2 
Dezembro 
- Tarefa 11 
- Entrevista 1 
- Tarefas: 14 e 15 
- Teste 3 
2011 Janeiro - Entrevista 2 
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volume de dados recolhidos foi necessário proceder a uma selecção, tendo em vista o 
objectivo do estudo. Sendo assim, os dados analisados reportam-se a oito tarefas (números: 
1, 2, 6, 7, 10, 11, 14 e 15), a dois testes de avaliação (números 2 e 3) e às duas entrevistas. 
A selecção destas oito tarefas deveu-se ao facto de possibilitarem uma maior interacção 
entre os alunos e de proporcionarem mais facilmente a utilização do software Graph. A 
exclusão do primeiro teste deveu-se ao facto de ter sido resolvido sem recurso ao software 
Graph. Deste modo, espera-se que estes dados possam ser objecto de uma análise 
profunda e que permitam concluir de que modo o recurso ao software Graph pode contribuir 
para a aprendizagem das funções afim e de proporcionalidade inversa. 
O processo analítico foi orientado pela revisão de literatura e pelo objectivo e questões 
do estudo. Para a elaboração do estudo de caso e com vista a uma análise mais detalhada, 
construíram-se duas secções: uma relativa ao trabalho em díade, que pretende mostrar a 
utilização que os alunos fizeram do software; e outra com base no trabalho individual, que 
pretende evidenciar o desempenho de cada um dos alunos no que respeita a este tema. 
Relativamente ao trabalho em díade, a análise de dados incide sobre as oito tarefas 
referidas, tendo estabelecido três dimensões de análise, relacionadas com o desempenho 
dos alunos nas funções em estudo: (i) Proporcionalidade directa; (ii) Função afim não linear; 
e (iii) Proporcionalidade inversa. Mas de modo a facilitar o processo de análise, diminuindo o 
risco de omissão ou repetição de informação, para cada dimensão de análise foram criadas 
quatro categorias, relacionadas com a utilização que os alunos fizeram do software: (i) 
Interpretar a situação; (ii) Determinar objectos e imagens; (iii) Identificar/Excluir que a 
situação é de proporcionalidade directa - Identificar/Excluir que a situação corresponde a 
uma função afim não linear - Identificar/Excluir que a situação é de proporcionalidade 
inversa; e (iv) Determinar/Confirmar a expressão analítica. Em cada uma destas categorias 
analisaram-se as estratégias e dificuldades dos alunos, salientando os elementos mais 
relevantes, como: diálogos, respostas escritas e imagens do software Graph gravadas pelo 
software AutoScreenRecorder. Este é um processo trabalhoso e meticuloso que implica 
múltiplas leituras do material disponível e triangulação de dados, mas sem essa organização 
ou separação do material em categorias, torna-se difícil o confronto das informações, assim 
como a percepção de regularidades e de relações pertinentes.  
Relativamente ao trabalho individual, a análise incide sobre os dois testes de avaliação 
e as duas entrevistas, tendo estabelecido três categorias de análise: (i) Interpretar a 
situação/Identificar o tipo de função; (ii) Determinar objectos e imagens; e (iii) 
Determinar/Confirmar a expressão analítica. Em cada uma destas categorias analisaram-se 
as estratégias e dificuldades de cada aluno, na resolução de situações que envolvem as 
funções do tipo estudado, evidenciando-se o trabalho com representações e entre 
representações, com ou sem recurso ao software Graph. 
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Capítulo 5 
 
 
Estudo do caso: Flávio e Pedro  
 
Neste capítulo é apresentado o estudo de caso de dois alunos, Flávio e Pedro, que 
constituíram uma díade durante a leccionação da unidade de ensino. Inicialmente é 
apresentada uma breve caracterização dos alunos, tendo por base o registo biográfico dos 
mesmos e as informações de que disponho enquanto directora de turma. De seguida são 
apresentados os momentos mais significativos, no que respeita à utilização que estes dois 
alunos fizeram do software durante a resolução das oito tarefas seleccionadas. Por fim, é 
apresentado o trabalho individual de cada um destes alunos, relacionado com os seus 
desempenhos nas duas entrevistas e nos dois últimos testes realizados. 
 
5.1. Caracterização dos alunos 
 
O Flávio tem 16 anos
12
, é um jovem simpático e exuberante, mas muito distraído e 
preguiçoso, que vive o dia-a-dia sem grandes preocupações com o futuro, mas tem um 
sonho – ser jogador de futebol. Tem treinos desta modalidade, duas vezes por semana, no 
Sport Lisboa e Benfica. Gosta de usar artigos de marca e revela grande preocupação com o 
aspecto físico. Nos tempos livres joga no computador e navega na Internet. Mora perto da 
escola com a mãe, o padrasto e a irmã, que é 6 anos mais nova. O padrasto tem o 9.º ano 
de escolaridade e é empresário da construção civil, a mãe tem o 11.º ano e trabalha no 
escritório da empresa.  
Já reprovou três vezes, duas no 5.º ano e uma no 7.º ano de escolaridade. Foram 
estas retenções e a falta de interesse e motivação pelas actividades escolares que o 
levaram a inscrever-se no CEF da escola. Aquando da inscrição tinha frequência do 7.º ano 
de escolaridade, onde a avaliação na disciplina de Matemática foi de nível 1, no segundo 
período e de nível 2, nos restantes períodos. Teve sempre notas muito baixas nesta 
disciplina e justifica isto com o facto de não gostar de Matemática e de não estudar. No CEF 
o seu envolvimento com a disciplina e o aproveitamento melhoraram, mas a falta de pré-
requisitos aliada à falta de hábitos de trabalho e de persistência não têm contribuído para 
                                                 
12
 Idade em 15 de Setembro de 2010. 
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uma melhoria mais significativa, pelo que no final do 1.º ano foi avaliado com nível 2. No que 
respeita à actividade matemática na sala de aula, geralmente participa de uma forma pouco 
activa e só inicia a resolução das tarefas propostas depois de ser chamado à atenção, por 
mim ou pelo seu colega de trabalho. No entanto, manifesta preferência pelas tarefas de 
investigação, não só por estas serem desafiantes e captarem a sua atenção, mas também 
porque apresenta um nível de raciocínio, que, normalmente, lhe permite tirar conclusões ou 
definir um plano de execução. Nas discussões gerais pode ou não intervir de forma activa, 
dependendo do seu estado de espírito no momento. 
O Pedro também tem 16 anos, é um jovem simpático e prestável. Quando terminar 
este curso pretende começar a trabalhar e, em simultâneo, frequentar um curso profissional. 
É órfão de mãe e mora perto da escola com o pai, a madrasta e os 2 irmãos (um mais velho 
e uma bebé). A morte da mãe, vítima de cancro, quando este tinha dez anos, foi um grande 
trauma, mas, actualmente, tem um bom relacionamento com a madrasta. O pai com o 4.º 
ano de escolaridade é empreiteiro, a madrasta com o 12.º ano trabalha numa empresa da 
zona. Ambos têm a preocupação de conversar com o aluno sobre a escola e este, desde 
que frequenta o CEF, tem-se esforçado por não os decepcionar. Nos tempos livres gosta de 
cozinhar e navegar na Internet. 
Reprovou também três vezes, uma no 2.º ano de escolaridade, uma no 5.º ano e 
outra no 7.º ano. Foram estas retenções e a dificuldade em ter um aproveitamento positivo 
no ensino regular que o levaram a inscrever-se no CEF da escola. Quando se inscreveu 
neste curso tinha frequência do 7.º ano de escolaridade, onde a avaliação na disciplina de 
Matemática, foi de nível 2, nos dois primeiros períodos, e de nível 3 no terceiro. Teve 
sempre notas baixas em Matemática, apesar de referir que gosta da disciplina. No CEF o 
seu envolvimento com a disciplina e o aproveitamento melhoraram significativamente, 
devido, em parte, ao seu empenho e persistência, pelo que no final do 1.º ano foi avaliado 
com nível 4. No que respeita à actividade matemática na sala de aula, participa sempre de 
forma activa. No entanto, manifesta preferência pela resolução de exercícios. Esta 
preferência é justificável com o facto de o aluno ter algumas dificuldades de raciocínio e de 
interpretação, que, por vezes, o impedem de avançar em tarefas de outra natureza, como os 
problemas e as investigações, mas o facto de mecanizar procedimentos, leva-o a ter bons 
desempenhos na resolução de exercícios. Apresenta muitas dificuldades ao nível da língua 
portuguesa, nomeadamente na expressão escrita, na expressão oral e na leitura, o que não 
o impede de intervir, activamente, nas discussões gerais.  
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5.2. A utilização que os alunos fizeram do software 
 
Os alunos resolveram as tarefas em conjunto, partilhando o mesmo computador, 
mas cada um tinha um exemplar da tarefa com espaço para as respostas. Deste modo, por 
tarefa, eram sempre recolhidas as resoluções dos dois alunos, embora houvesse a 
expectativa de que fossem idênticas. Na análise que apresento em seguida, o que me leva, 
em cada situação, a optar por ilustrar a resolução de um aluno em detrimento da do outro foi 
a nitidez da digitalização e/ou a caligrafia. 
Nesta secção vou analisar a utilização que os alunos fizeram do software no estudo 
das funções de proporcionalidade directa e inversa, assim como na função afim não linear, 
durante a resolução das oito tarefas seleccionadas (1, 2, 6, 7, 10, 11, 14 e 15). 
 
5.2.1. Proporcionalidade directa  
 
Interpretar a situação  
Quando não é dada a representação gráfica, os alunos, mesmo que não lhes seja 
solicitado, recorrem ao software com o intuito de obterem esta representação e de a 
analisarem. Desta forma, conseguem mais facilmente interpretar a situação, nomeadamente 
perceber se existe ou não uma relação de proporcionalidade entre as grandezas. Foi isto 
que aconteceu na questão 1 da tarefa 6, onde a informação é apresentada sob a forma de 
representação verbal e complementada com a representação tabular. Com o intuito de 
obterem a representação gráfica, após a leitura do enunciado, os alunos abriram o software 
Graph e, usaram a opção Inserir série de pontos, onde introduziram os valores da tabela, 
como mostra a figura 3. 
 
Figura 3. Uso do software para representar graficamente os pontos da tabela da questão 1 da tarefa 6. 
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Como após este processo não conseguiram visualizar os pontos, perceberam, de 
imediato, que a escala utilizada não era a indicada. Começaram por seleccionar a opção 
Mostrar grade (a grelha não faz parte da janela padrão do software, mas estes alunos não 
trabalham sem ela) e analisaram a melhor forma de seleccionar uma escala para os eixos 
coordenados. Com base na informação da tabela decidiram que o eixo dos xx estaria 
compreendido entre -1 e 10, com um intervalo de uma unidade, como se pode ver à 
esquerda da figura 4.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4. Alteração dos eixos para visualização dos pontos, da tabela, da questão 1 da tarefa 6. 
 
Já para o eixo dos yy a decisão foi tomada por tentativas, como ilustra o diálogo 
seguinte:  
 
Pedro: O mínimo convém ser pelo menos -1, não é? No máximo vou pôr 2100. Vamos 
pôr de quanto em quanto? 
Flávio: Mete de 100 em 100. 
Pedro: Vou pôr de 5 em 5. 
Flávio: De 5 em 5, achas!? Põe de 100 em 100. 
(O Pedro optou por usar um intervalo de 50 unidades.) 
Flávio: Vês como não dá! Ficam uns números em cima dos outros.  
(O Pedro seguiu, finalmente, a sugestão do colega.) 
Professora: Lá em cima, no valor mínimo, convém colocar este valor (apontei para o 
100) ou o dobro deste, mas com sinal menos, caso contrário não conseguem ver o eixo 
dos xx. 
 
Como constatei que, mesmo com a alteração de 50 para 100, no intervalo entre os 
valores representados no eixo das ordenadas – Unidade da marca –, os problemas não 
ficavam todos resolvidos, optei por intervir e aconselhar os alunos a alterarem o valor 
mínimo de -1 para -100 ou -200, ficando assim garantido que conseguiriam visualizar os 
valores do eixo dos xx. 
Após estas alterações já era possível visualizar, perfeitamente, os 4 pontos, como 
ilustra a figura 5. Os alunos usaram uma funcionalidade do software onde dois pontos 
consecutivos são unidos por um segmento de recta. Segundo eles, desta forma ficam com 
uma melhor percepção da possível existência de uma recta que contenha os pontos dados. 
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Figura 5. Visualização gráfica dos 4 pontos, da tabela, da questão 1 da tarefa 6. 
 
Embora não fosse solicitado, o Pedro resolveu investigar se a situação apresentada 
correspondia ou não a uma função de proporcionalidade directa, como mostra a figura 6. No 
entanto, referiu apenas a palavra função: 
  
 
 
Pedro: Mas agora para vermos se isto é uma função ou não, 
ainda podemos fazer assim...  
(O aluno opta por acrescentar o ponto (0,0) à tabela) 
Pedro: Pronto é uma função. Porque passa no ponto zero, zero 
e todos os pontos estão unidos. 
Flávio: Mas não é isso que pede! 
Pedro: Pois não, mas ficamos a saber. 
  
  
 
 
 
 
Figura 6. Introdução do ponto 
(0,0) à representação gráfica da 
questão 1 da tarefa 6. 
 
Com esta estratégia os alunos interpretaram a representação gráfica obtida, 
tomando consciência de que se tratava de uma situação de proporcionalidade directa, o que 
facilitou, posteriormente, a resolução das questões 1.2. e 1.3.. No entanto, o facto de o 
Pedro ter utilizado apenas a palavra função quando pretendia referir-se a função de 
 74 
proporcionalidade directa, sugere que os termos matemáticos ainda não estão devidamente 
apreendidos, nesta fase. 
 
Determinar objectos e imagens 
Estes alunos para determinar objectos e imagens, recorrem, frequentemente, ao 
software, onde com base na expressão analítica e usando as opções Cálculo ou Calcular 
tabela, rapidamente obtêm o que pretendem. Após a leitura do enunciado da tarefa 1, 
abriram o programa informático, inseriram a grelha e introduziram as expressões analíticas 
com a finalidade de obterem as representações gráficas, como era solicitado. Na questão 
1.2., a imagem do objecto zero, à partida, seria muito fácil de visualizar a partir do gráfico, 
mas o Flávio que estava muito entusiasmado com o software resolveu recorrer à tecnologia 
para responder à questão. Para tal, seleccionou a expressão analítica pretendida, clicou no 
ícone Cálculo e após introduzir o valor zero no primeiro campo, o software apresentou, 
automaticamente, a imagem desse valor, a primeira derivada e a segunda derivada, como 
ilustra a figura 7. 
 
 
Figura 7. Representação gráfica das quatro funções dadas e recurso à opção Cálculo para determinar a 
imagem do objecto zero na função f(x) = 5x na questão 1.2. da tarefa 1. 
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No entanto, pelo diálogo entre os dois alunos percebe-se que a determinação da 
imagem do objecto zero não foi trivial e que surgiram algumas dúvidas que, aparentemente, 
foram esclarecidas: 
 
Flávio: Aquilo é ali (refere-se ao ícone da opção Cálculo), olha... zero é... zero. Acabou!  
Pedro: Não. O nosso objecto... o nosso x... 
Flávio: x não é zero? 
Pedro: É. 
Flávio: Então prontos, zero, zero. 
Pedro: Mas está aqui um 5! 
Flávio: Mas isso não tem nada a ver, o primeiro é o objecto e o segundo é a imagem. 
Não te lembras do que a stora disse? 
Pedro: AH! Pois é! Só olhamos para os dois primeiros. 
Flávio: Então agora é em todas a mesma coisa, acho eu. A primeira é zero, a segunda é 
zero... Ya é tudo zero. (continuaram a usar o software para confirmar) 
 
Esta estratégia foi usada, novamente, pelo Flávio, na questão 1.3. da tarefa 1 – 
determinar a imagem do objecto 1 em cada uma das rectas – como mostra a figura 8.  
 
 
Figura 8. Utilização da opção Cálculo para determinar a imagem do objecto 1 na função f(x) = 5x na 
questão 1.3. da tarefa 1. 
 
O Flávio participou de uma forma muito activa e estava de tal forma confiante nas 
suas conclusões que as escrevia na folha de respostas, sem pedir a opinião do colega: 
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Flávio: Na primeira é ... é igual a 5, na segunda... na segunda é igual a -4. (fala alto 
enquanto usa o software e escreve a imagem do objecto 1, para cada função, na folha 
de respostas) 
Pedro: Fizeste qual? Quanto é que é a primeira? 
Flávio: Esta aqui vai ser 3 (aponta para y = 3x) e a última vai ser... -2.5. 
Pedro: Quanto é que é a primeira? 
Flávio: Está aqui olha: 5, -4, 3, -2.5. Muito fácil! (à medida que explica ao colega vai 
apontando para o k das expressões analíticas que surgem do lado esquerdo do ecrã) 
Pedro: O quê!? 
Flávio: Aqui olha na pontinha (aponta, novamente, para o k nas várias expressões 
analíticas). 
Pedro: Sim! E é isso!? 
Flávio: É!!  5, -4, 3... olha vê. Muito fácil! 
 
Através do diálogo anterior percebe-se que o Flávio associou a imagem do objecto 1 
ao coeficiente de x e que tentou mostrar essa relação ao Pedro, mas na resposta limitaram-
se a indicar a imagem do objecto 1, para cada uma das funções, sem fazerem qualquer 
referência à relação que encontraram com a expressão analítica.  
Quando os alunos usam esta funcionalidade, o software mostra a tracejado as rectas 
cuja intersecção origina o ponto em questão, como mostra a figura 8, mas os alunos não 
fizeram qualquer referência a esse facto. O que sugere duas leituras, por um lado, podiam 
estar demasiado ocupados a tentar ver a relação entre a imagem do objecto 1, dada pelo 
software, e o k da expressão analítica, e, por outro lado, sugere que aceitaram a resposta 
dada pelo software sem se preocuparem em  confirmá-la graficamente. 
O software também é usado para confirmar objectos ou imagens que foram 
determinados através de estratégias que não necessitam da tecnologia, como a regra de 
três simples ou a co-variação de grandezas. Na questão 1.1. da tarefa 6, o Flávio descobriu 
rapidamente que a 2,5 horas iriam corresponder 1250 litros, usando a co-variação de 
grandezas, mas o colega não usa esta estratégia. Para além disso, o Flávio não se exprimiu 
convenientemente, pelo que o Pedro não ficou muito convencido e resolveu confirmar o 
resultado recorrendo ao software: 
 
Flávio: O volume é 1250, porque se em 2 horas enche 1000 e em 3 horas enche 1500, 
em 2 horas e meia terá de ser metade desses. 
Pedro: Humm... vamos usar o Graph. 
 
Introduziu o ponto (2,5; 1250) no software e constatou que ficava sobre o segmento 
de recta, pelo que ficou então convencido. 
Para a questão 1.2. da tarefa 6, o Flávio, usando a mesma estratégia que usou na 
questão anterior, não conseguiu obter o número exacto de horas correspondente a 1800 
litros, mas concluiu que seria, aproximadamente, 3,5 horas. Como não ficou inteiramente 
convencido da sua conjectura, optou por usar o software para a confirmar, mas ao 
representar graficamente o ponto (3,5; 1800), comprovou que não pertencia ao segmento de 
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recta. O Pedro, que observava os passos do colega, resolve intervir, sugerindo uma nova 
estratégia: 
 
Pedro: Nós, o que nós temos que fazer sabes o que é que é? É vir aqui à tabela (refere-
se à opção do software Calcular tabela). Mas para isso temos que criar um... uma 
função. Que é qual? Pera lá... 
Flávio: Uma hora já enche 500 litros. 
Pedro: Deixa lá ver se eu estou certo (insere a expressão f(x) = 500x). É isto. Pronto. 
Agora nesta função vamos aqui (refere-se ao ícone Calcular tabela) e procuramos 1800 
litros. 
Flávio: É 3,6. Agora vai à outra tabela (refere-se à opção Inserir série de pontos) para 
marcarmos o ponto na recta. 
 
 
Na figura 9, pode-se observar a recta que os alunos traçaram, os pontos que 
introduziram no software e que se sobrepuseram à recta, assim como a tabela que lhes 
permitiu determinar o número de horas correspondente a 1800 litros de água. 
 
 
Figura 9. Resolução da questão 1.2. da tarefa 6. 
 
 
Apesar de os alunos terem conseguido resolver a questão, a resposta não mostra 
como é que pensaram e revela as grandes dificuldades que têm na expressão escrita, como 
se pode observar na figura 10. 
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Figura 10. Resposta do Pedro à questão 1.2. da tarefa 6. 
 
Identificar/Excluir que a situação é de proporcionalidade directa 
Para averiguar se uma determinada situação corresponde a uma função de 
proporcionalidade directa, os alunos, invariavelmente, recorrem à representação gráfica. Na 
questão 1.1. da tarefa 11, aquando do preenchimento da tabela verificaram que à medida 
que uma variável aumentava a outra diminuía, porque relacionaram a situação com o 
contexto e perceberam que quanto maior fosse o número de passageiros menor teria de ser 
o preço por passageiro. No entanto, esta informação não foi suficiente para aquando da 
resolução da questão 1.2. excluírem, de imediato, a hipótese de se tratar de uma situação 
de proporcionalidade directa. Isto só se veio a verificar depois de representarem 
graficamente os pontos da tabela, com recurso ao software, e de constatarem que não havia 
uma linha recta que se sobrepusesse, em simultâneo, aos pontos dados e à origem do 
referencial, como mostra o diálogo seguinte: 
 
Flávio: Meto o quê? Que a recta não passa na origem? 
Pedro: Não... Sim, sim, nem a recta passa na origem nem une todos os pontos. 
 
No entanto, é curioso que, apesar do diálogo evidenciar que os alunos têm noção de 
que numa situação de proporcionalidade directa existe uma recta que contém a origem do 
referencial e que se sobrepõe aos pontos dados, a disposição dos pontos no referencial 
cartesiano não foi suficiente para chegarem a essa conclusão. Só depois de traçarem duas 
rectas, como mostra a figura 11, é que conseguiram perceber que a existência de uma recta 
nas condições anteriores era impossível. 
 
 
Figura 11. Resolução da questão 1.2. da tarefa 11.     
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Determinar/Confirmar a expressão analítica  
Aquando da resolução da tarefa 1, os alunos ainda não tinham qualquer 
conhecimento sobre as características da expressão analítica da função linear, pelo que as 
expressões analíticas que criaram não tiveram suporte em nenhuma fundamentação teórica, 
baseando-se, simplesmente, em suposições e, obviamente, carecendo de confirmação. Na 
questão 1.4. da tarefa 1, onde os alunos tinham que criar duas funções com 
comportamentos semelhantes às dadas, ou seja, tinham que indicar a expressão analítica 
de uma função linear com declive positivo e outra com declive negativo, houve muitas 
dificuldades. Depois de várias tentativas, chegaram às expressões y = 15x e y = -8,5x, 
tendo-as aceitado depois de observarem a representação gráfica das mesmas, como ilustra 
a figura 12. Estavam convencidos de que tinham que relacionar entre si as expressões 
analíticas dos pares de funções dados e todas as conjecturas que fizeram tiveram por base 
este pressuposto. O valor 15 resultou do produto de 3 por 5 (o k das expressões analíticas 
das funções f e h), e o valor -8,5, segundo os alunos, também resultou do produto de -4 por 
-2,5 (o k das expressões analíticas das funções g e i), mas cometeram um erro de cálculo, 
que acabou por facilitar a tarefa. 
 
 
Figura 12. Representação gráfica das quatro funções dadas e das duas funções que os alunos criaram – 
Questão 1.4. da tarefa 1. 
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Os alunos tinham noção de que procuravam a expressão analítica de duas funções 
cuja representação gráfica desse origem a duas rectas, uma contida nos quadrantes 
ímpares e outra nos pares, mas não faziam a mínima ideia de que a diferença estava no 
sinal do coeficiente de x, e mesmo depois de resolverem a questão também não ficaram 
com essa percepção, isso só veio a acontecer aquando da resolução da questão 1.6., onde 
tiveram que indicar a relação entre as expressões analíticas das funções dadas e a posição 
das respectivas rectas no referencial cartesiano. 
A partir da discussão da tarefa 2 os alunos tomaram conhecimento das 
características da expressão analítica de uma função afim e começaram a usar esse 
conhecimento na determinação da expressão analítica de uma função deste tipo, mas, 
geralmente, só era aceite depois de a confirmarem graficamente com recurso ao software, 
como aconteceu na resolução da questão 1.3. da tarefa 6, onde tinham que escrever uma 
expressão que relacionasse as duas variáveis. Já foi referido que para a resolução da 
questão 1.2. o Pedro recorreu à expressão analítica da função e foi notório que esta surgiu 
após o Flávio ter referido “uma hora já enche 500 litros”. No entanto, o Pedro não verbalizou 
o seu raciocínio, percebendo-se apenas que colocou a hipótese de se tratar da expressão 
f(x) = 500x, e que usou o software para a confirmar. Mas a resposta à questão preenche 
essa lacuna, apesar da confusão entre expressão e função e das dificuldades na expressão 
escrita e na ortografia, como mostra a figura 13. 
 
Figura 13. Resposta do Pedro à questão 1.3. da tarefa 6. 
 
O Pedro, ao interpretar a situação, já tinha averiguado que se tratava de uma função 
de proporcionalidade directa, sendo assim, sabia que a expressão era do tipo y = kx e que o 
k era a imagem do objecto 1. Mas apesar de ter presentes estes conhecimentos e de os 
saber aplicar, não ficou convencido da sua resposta, pelo que necessitou de recorrer ao 
software para a confirmar. Para tal, introduziu a expressão e confirmou que a recta se 
sobrepunha a todos os pontos que estavam representados, como ilustra a figura 9. 
  
Síntese 
1. Uso dos comandos do software e dificuldades sentidas. Os alunos não sentem 
qualquer dificuldade no uso dos comandos do software, mas encontrar a escala adequada 
ao estudo da situação apresentada não foi uma tarefa fácil. Os valores mínimos e máximos 
são encontrados com base no contexto ou na informação da tabela, e a escolha do intervalo 
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entre os valores marcados, geralmente, é feita usando o método de tentativa e erro, até 
encontrarem uma escala que permita uma boa visualização da situação em causa e dos 
valores dos eixos coordenados.  
Apesar de a grelha não estar incluída no modelo padrão do software, os alunos não 
trabalham sem ela, referindo que, deste modo, a observação dos gráficos é facilitada. 
Quando representam pontos graficamente, usam uma funcionalidade do software 
que permite ligar os pontos por um segmento de recta, argumentando que assim ficam com 
uma melhor percepção da possível existência de uma recta que contenha esses pontos. 
2. Estratégias usadas na resolução das tarefas. No que respeita a interpretar a 
situação, os alunos dentro do contexto conseguem, facilmente, identificar as variáveis e 
apurar qual delas é a dependente.  
No que respeita a objectos e imagens, recorrem sempre ao software, quer para os 
determinar quer para confirmar as respostas que obtiveram por outros processos. Quando a 
informação é apresentada através da representação simbólica, os alunos introduzem a 
expressão analítica no software e se pretenderem determinar a imagem de um dado objecto 
recorrem à opção Cálculo, caso contrário recorrem à opção Calcular tabela. Mas se a 
informação for dada através da representação tabular, o Flávio, normalmente usa a co-
variação de grandezas, quer para determinar objectos quer imagens, e só sente 
necessidade de recorrer ao software quando não obtém um valor exacto. Já o Pedro, não 
usa a estratégia da co-variação de grandezas nem confia nela e, portanto sente sempre 
necessidade de usar o software para confirmar a resposta do colega. Nesse caso, 
representa graficamente os pontos da tabela, usando a funcionalidade que permite unir dois 
pontos consecutivos por um segmento de recta e, de seguida representa o ponto sugerido 
pelo Flávio, verificando se este se sobrepõe ou não ao segmento de recta, que une os 
pontos visualizados. Se esta estratégia não resultar ou se verificar que a conjectura do 
colega está errada, tenta encontrar a expressão analítica da função. 
Para averiguar se uma situação corresponde ou não a uma função de 
proporcionalidade directa recorrem sempre à representação gráfica e verificam se os pontos 
representados se encontram todos sobre uma linha recta que contém a origem do 
referencial. 
No que respeita a determinar a expressão analítica, os alunos usam o software para 
confirmar as suas conjecturas, baseadas nos conhecimentos que têm das características da 
expressão analítica de uma função deste tipo, ou seja, baseadas no conhecimento de que a 
expressão analítica de uma função de proporcionalidade directa é do tipo y = kx, onde o k é 
a imagem do objecto 1. Deste modo, escrevem a expressão analítica que consideram ser da 
função em estudo e recorrendo ao software averiguam se a recta se sobrepõe ao conjunto 
de pontos dados ou previamente obtidos. 
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É evidente que os alunos não se restringem a uma representação, passando de uma 
para outra e se necessário ainda para outra, até conseguirem aquela que lhes permite 
responder à questão. Por exemplo, é frequente passarem da representação tabular para a 
gráfica e desta para a simbólica. Portanto, a representação gráfica é importante não só para 
averiguar o tipo de função, mas também para encontrar a expressão analítica. É, sem 
dúvida, a representação preferida destes alunos. 
3. Aprendizagens realizadas/Dificuldades sentidas. É visível que ambos os alunos 
conseguem reconhecer uma função de proporcionalidade directa a partir da representação 
gráfica, e que têm conhecimento de que a imagem do objecto 1 é o k. 
Em relação ao Flávio, as situações apresentadas não permitem afirmar 
categoricamente que este conhece a expressão geral de uma função de proporcionalidade 
directa, mas em relação ao Pedro é evidente que tem este conhecimento presente e que o 
consegue aplicar, o que lhe permite descobrir a expressão analítica deste tipo de funções 
quando conhece a imagem do objecto 1. Quando estão perante uma tabela têm dificuldade 
em perceber se corresponde a uma função de proporcionalidade directa, pelo que optam por 
recorrer à representação gráfica. 
Ambos os alunos apresentam dificuldade em verbalizar o que observam e a 
dificuldade acentua-se na expressão escrita, pelo que se se analisar apenas a resposta 
dada, geralmente, não é perceptível nem o raciocínio que esteve envolvido naquela situação 
nem os processos utilizados. 
O trabalho em díade e a tarefa 1, em particular, favoreceram o diálogo entre os dois 
alunos, a formulação de conjecturas e o teste das mesmas. No entanto, os alunos 
consideraram a tarefa 1 muito difícil e foram evidentes as dificuldades que revelaram quer 
na interpretação de algumas questões quer na relação de conceitos, mesmo assim o Flávio 
que costuma ter uma postura mais passiva, participou, activamente, e até dominou em, 
praticamente, todas as questões. 
 
 
5.2.2. Função afim não linear 
 
Interpretar a situação 
Para interpretar a situação, os alunos, geralmente, recorrerem à representação 
gráfica e começam por averiguar se se trata ou não de uma função de proporcionalidade 
directa, como aconteceu na questão 2.2.1. da tarefa 6, onde era solicitada uma expressão 
que relacionasse as duas variáveis. Por vezes, a representação gráfica que surge no ecrã 
não é a esperada, o que leva os alunos a procederem a alterações na janela de 
visualização. Geralmente, essas alterações são feitas com base na informação da tabela 
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que é fornecida e com o método de tentativa e erro, até encontrarem uma janela que 
apresente a representação gráfica de uma forma suficientemente perceptível. 
A figura 14 mostra a representação gráfica que os alunos obtiveram, após 
introduzirem os pontos da tabela da questão 2 da tarefa 6, em 4 escalas diferentes: a escala 
padrão do software (no canto superior esquerdo) e 3 escalas, obtidas pelo método de 
tentativa e erro, apoiado na informação da tabela, como mostra o diálogo seguinte:  
 
 
Figura 14. Representação gráfica dos pontos da tabela da questão 2 da tarefa 6, com a escala padrão do 
software (canto superior esq.) e 3 tentativas de ajustamento da escala. 
 
Pedro: Agora nós temos que saber se isto é uma proporcionalidade directa. Vamos 
meter isso aqui. Dita-me. 
 
Os alunos recorrem à opção Inserir série de pontos e obtêm a representação gráfica 
que se encontra no canto superior esquerdo da figura 14, mas constatam de imediato que a 
escala padrão não é adequada. 
 
Pedro: Temos que ver os eixos. O mínimo basta desde -1, o máximo é de quê? Isto é o 
eixo dos xx, basta até ao... 6. 
Flávio: Põe 10. 
Pedro: Agora no eixo dos yy... vai de -1 até ao quê? É 1500... ponho 1600. Aqui vai de 
quanto? 
Flávio: De 5 em 5. 
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Os alunos clicam em Ok, mas o eixo dos yy estava imperceptível, como se pode ver 
no canto superior direito da figura 14, pelo que continuam a fazer alterações na escala no 
sentido de obterem uma boa janela de visualização. 
  
Pedro: Ainda é muito. 
Flávio: Ainda é muito não, ainda é pouco! Mete de... 20 em 20.  
 
A visualização do eixo dos yy continua pouco perceptível, como se pode ver no canto 
inferior esquerdo da figura 14, mas os alunos continuam empenhados em encontrarem uma 
boa janela de visualização. 
 
Pedro: Agora vou pôr de 100 em 100. 
 
Ao verem o efeito constatam que já conseguem visualizar perfeitamente os valores 
do eixo dos yy, mas não conseguem visualizar os valores do eixo dos xx. Entretanto, o 
Pedro percebe que está perante a mesma situação que surgiu aquando da resolução da 
questão 1, quando eu intervim e sugeri que usassem como valor mínimo do eixo das 
ordenadas o mesmo valor ou o dobro do intervalo, mas com sinal menos. 
 
Pedro: Como é que a stora disse? O dobro...  
Flávio: Mete -200. (refere-se ao valor mínimo do eixo dos yy) 
Pedro: Pode ser assim!  
 
Obtêm a representação gráfica que se encontra na figura 15 e consideram que 
encontraram uma boa janela de visualização, começando de imediato a tirar conclusões: 
 
Flávio: Está bom. 
Pedro: Isto não é uma proporcionalidade directa, é do tipo y = kx + b.  
 
 
 
Figura 15. Representação gráfica da situação apresentada na questão 2 da tarefa 6. 
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Constata-se, mais uma vez, que para os alunos perceberem o tipo de função que 
está subjacente aos dados, transformam a representação tabular na representação gráfica e 
averiguam se se trata de uma recta que contém a origem do referencial. 
No entanto, é de destacar que a existência do ponto (0,1500) na tabela não se 
mostrou suficiente para os alunos excluírem a hipótese de se tratar de uma situação de 
proporcionalidade directa. A utilização da informação da tabela, neste sentido, só veio a 
acontecer na tarefa 10, como veremos a seguir. 
Mesmo quando não lhes é solicitado, os alunos têm por hábito identificar as variáveis 
na situação apresentada. Na tarefa 10, para dar resposta à questão 1.1. o Pedro pensou em 
elaborar na folha de registo uma tabela para cada tarifário, pelo que se impunha não só a 
identificação das variáveis, como a identificação da variável dependente e da independente. 
O aluno tentou falar sobre esta questão com o colega, mas como este, provavelmente, se 
distraiu com alguma situação e não começou a leitura da tarefa após ter sido distribuída, a 
partilha de ideias foi adiada, pelo que o Pedro começou a construção das tabelas sozinho, 
tendo trocado a variável dependente com a independente. Este erro foi detectado de 
seguida não só pelo próprio como pelo colega, como se pode ver no diálogo seguinte. A 
colocação de alguns casos concretos na tabela foi feita com base no contexto do problema 
e não trouxe qualquer dificuldade: 
 
Pedro: Olha, aqui vamos construir uma tabela... 
Flávio: Ainda não vi, cala-te. 
 
O Pedro continua a resolução sozinho enquanto o Flávio lê o enunciado. 
 
Pedro: Aqui temos o tempo e o custo... troquei...  
Flávio: O custo é que depende do tempo! 
Pedro: Sim, eu troquei, já apago. Eles num minuto cobram logo 15 euros e 3 cêntimos. 
Flávio: Não, num minuto só cobram 3 cêntimos. 
Pedro: Sim, mas no tempo zero cobram logo 15 euros e se só falar um minuto cobram 
15 euros e 3 cêntimos. 
Flávio: E se forem 2 minutos cobram 15 euros e 6 cêntimos. 
 
Por observação das tabelas, que se encontram na figura 16, o Pedro constatou que 
não se tratava de funções lineares, uma vez que não continham o ponto (0, 0). Mas o Flávio 
continua a ter dificuldade em fazer esta análise a partir da representação tabular, como 
mostra o diálogo seguinte. Este diálogo surgiu após os alunos terem solicitado a minha 
opinião em relação às tabelas que ambos tinham construído e à expressão analítica, que o 
Pedro tinha escrito, correspondente ao tarifário A. 
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Figura 16. Tabelas construídas pelo Flávio com vista à interpretação da situação apresentada na tarefa 10. 
 
Professora: E a expressão será que também está correcta? Flávio, o teu colega diz que 
é do tipo y = kx + b, concordas? 
Flávio: Acho que sim! 
Professora: Porquê? Por que é que não é do tipo y = kx? 
Flávio: Porque... acho que não tem proporcionalidade directa. 
Professora: E por que é que não existe proporcionalidade directa? 
 (Silêncio) 
Pedro: É só para ele ou é para os dois? 
Professora: É para os dois. 
Pedro: Porque não passa no ponto (0, 0). 
Flávio: E como é que eu sei que não passa no ponto (0,0)? 
Pedro: Porque aqui na tabela que nós fizemos não tem nada disso. 
Professora: Vai passar em que ponto, então? 
Pedro: 15. 
Professora: 15, não! 
Pedro: Zero, 15. 
Professora: Muito bem! (0, 15), não é no (0, 0). Percebeste Flávio? 
Flávio: Sim. 
Professora: O b é 15, porquê? 
Pedro: Porque é onde no eixo dos yy a recta vai passar e porque o 15 é fixo. 
Professora: E por que é que dizes que o k é 0,03? 
Pedro: É o valor que nos indica quanto é que vai pagar por minuto. 
Professora: Muito bem! Então Flávio, qual vai ser a outra expressão analítica? 
Flávio: y = 0,09x + 10. 
Professora: Muito bem!  
 
Deste modo, ficaram convencidos de que as expressões analíticas eram do tipo y = 
kx + b, não manifestando qualquer dificuldade na escolha do valor de b nem de k, pois o 
primeiro associaram-no à ordenada na origem e o segundo ao custo por minuto. Estes 
alunos têm sempre como ponto de partida a expressão geral da função afim, como se pode 
ver na figura 17, o que acaba por facilitar a obtenção da expressão analítica em causa. 
 
Figura 17. Representação simbólica das situações apresentadas na tarefa 10. 
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Posto isto, representaram as funções graficamente, recorrendo ao software, mas 
sentiram necessidade de representar também os pontos das tabelas construídas 
previamente, como mostra a figura 18. É curioso que, como após a introdução da primeira 
expressão analítica não visualizaram qualquer alteração no ecrã, procederam de imediato à 
alteração dos eixos passando da escala padrão [-10, 10]  [-10, 10] para a escala [-1, 15]  
[-1, 18], como mostra a figura 18. 
 
 
Figura 18. Tentativa de análise da tarefa 10. 
 
 
Mesmo assim, a escala utilizada não facilitou a interpretação da questão, pelo que o 
Flávio resolveu mudar de estratégia e tentar descobrir o custo de uma chamada com um 
determinado tempo, em cada um dos tarifários, multiplicando o tempo pelo custo por minuto 
e adicionando a assinatura mensal. Mas, o Pedro insistia em usar o software: 
 
Pedro: Eu acho que é melhor o tarifário B. 
Flávio: Não é não, nos 500 minutos no A pagam-se 30 euros e no B 55. 
Pedro: AH! Já sei, vamos alargar o gráfico. 
 
O Pedro começou por alterar o valor máximo de ambos os eixos para 24, mas como 
não ficou satisfeito com o resultado, alterou o valor máximo do eixo dos xx para 200 e o 
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intervalo para 5 unidades. No entanto, deixou de ver os valores do eixo dos yy e então 
resolveu recorrer ao zoom, o que resolveu o problema anterior, mas acrescentou outro – os 
valores do eixo dos xx estavam uns sobre os outros, porque o máximo passou a ser 240 
com um intervalo de 5 unidades. Deste modo, recorreram, novamente, à opção Alterar 
eixos, a fim de obterem uma melhor visualização dos valores do eixo dos xx, obtendo o 
gráfico da figura 19. É curioso que embora os alunos saibam os procedimentos que devem 
seguir para que os valores do eixo dos xx fiquem visíveis – escolhem para valor mínimo do 
eixo dos yy o simétrico do dobro do intervalo – não conseguiram transpor esse 
conhecimento para resolver o mesmo problema no eixo dos yy.  
O Pedro, quando percebeu que as rectas se intersectavam, associou de imediato a 
questão à ferramenta Cálculo com a opção Intersecção, como mostra a figura 19.  
 
 
Figura 19. Resolução da questão 1.1. da tarefa 10. 
  
Deste modo, interpretaram correctamente o problema, compararam as 
representações gráficas, perceberam quando é que um tarifário é mais vantajoso do que o 
outro, e quando é que é indiferente optar por um ou pelo outro, apresentando a seguinte 
resposta:  
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Figura 20. Resposta do Flávio à questão 1.1. da tarefa 10. 
 
No entanto, os alunos apresentaram uma resposta parca em palavras e não 
entraram em linha de conta com os segundos, o que é compreensível, porque para além de 
terem dificuldade na expressão escrita, também têm dificuldade em converter números não 
inteiros de horas em horas e minutos e números não inteiros de minutos em minutos e 
segundos. De qualquer forma na pergunta não está indicado que a resposta deve ser dada 
em minutos e segundos, apesar de oralmente se ter referido essa hipótese, após a 
intervenção de um aluno da turma nesse sentido, alegando que a taxação é feita ao 
segundo e não ao minuto. 
Na questão 1.2. o Flávio percebeu que, no tarifário A, para uma factura de 22 euros 
está implícito um consumo de 7 euros em chamadas, e opta por descobrir o tempo 
necessário para perfazer 7 euros, por tentativas, efectuando cálculos. No entanto, o Pedro 
não percebe o raciocínio do colega, nem por que motivo é que este não entra em linha de 
conta com os 15 euros e decide chamar-me: 
 
Pedro: Stora, nós não estamos a conseguir fazer a 2. 
Professora: O Sr. António não quer gastar mais de 22 euros por mês. Onde é que está 
o 22 no gráfico? 
Flávio: Está aqui (aponta para o ponto (0, 22)). 
Pedro: AH! Podemos fazer a intersecção. 
Professora: Mas para isso o que é que falta?  
Flávio: Uma recta. 
Pedro: É y = ... a ... a 22. 
Professora: Muito bem! 
(Os alunos introduziram a expressão no software e constataram que essa recta não 
intersectava uma das outras duas por limitação da janela de visualização.) 
Pedro: Temos que aumentar o eixo dos xx. 
 
Apesar de terem constatado que, para visualizarem a intersecção da recta horizontal 
com a recta de equação y = 0,03x + 15, apenas precisavam de fazer alterações no eixo das 
abcissas, recorreram ao zoom. De seguida usam a ferramenta Cálculo com a opção 
Intersecção e descobrem o número de minutos correspondente a uma factura de 22 euros, 
no tarifário A, como mostra a figura 21. 
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Figura 21. Resolução da primeira parte da questão 1.2. da tarefa 10. 
 
 
Para averiguarem se com o tarifário B seria possível falar durante mais tempo, os 
alunos usaram o mesmo processo, e concluíram que, nesse caso, o Sr. António iria falar 
menos tempo, como mostra a figura 22. No entanto, não explicitaram essa conclusão na 
resposta: 
 
Figura 22. Resposta do Pedro à questão 1.2. da tarefa 10. 
 
Mais uma vez, os alunos não entram em linha de conta com os segundos, mas, ao 
terem utilizado duas casas decimais, dão a entender que consideram que o tempo máximo 
que o Sr. António pode falar, com o tarifário A, é superior a 233 minutos.  
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Determinar objectos e imagens 
Na determinação de objectos e imagens, os alunos continuam a recorrer ao 
software. No entanto, é notório que existe alguma preocupação em associar os valores 
avançados pelo software à representação gráfica. Na resolução da questão 1.1. da tarefa 2, 
o Pedro encarregou-se de introduzir a expressão analítica das funções dadas, enquanto o 
Flávio ditava as expressões e decidia a cor de cada recta. Os alunos atribuíram a cada 
função a respectiva letra (f, g, h, i), tendo obtido as representações que constam na figura 
23. 
 
Figura 23. Representação gráfica das quatro funções dadas – Questão 1.1. da tarefa 2. 
 
Para responderem à questão 1.2. da tarefa 2 basearam-se na representação gráfica 
da questão 1.1. e usaram a opção Cálculo do software para determinar a imagem do objecto 
zero em cada uma das funções. Mas, não há dúvida, que associaram essa imagem à 
representação gráfica, como se pode ver na figura 24, onde depois de descobrirem a 
imagem com a ajuda do software colocaram o cursor sobre essa mesma imagem (enquanto 
conversavam um com o outro sobre as suas descobertas). É provável que as linhas 
(horizontal e vertical) a tracejado que surgem, automaticamente, no ecrã e que se cruzam 
sobre o ponto em questão, tenham impulsionado esta atitude.  
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Figura 24. Parte da resolução da questão 1.2., da tarefa 2, com recurso à opção Cálculo do software. 
 
 
Depois de descobrirem a imagem do objecto zero, rapidamente associaram essa 
imagem ao último valor da respectiva expressão analítica (neste momento os alunos ainda 
não conheciam a expressão analítica da função afim). A grande dificuldade residiu na 
explicação do facto por escrito: 
 
Pedro: O que é que nós aqui podemos dizer? Hum? Olha lá: este, que é o primeiro dá 2. 
Depois se formos a este (refere-se à função g(x) = -5x– 3) vai dar... 
Flávio: Este vai dar 3. 
Pedro: Vai dar -3. 
Flávio: Sim, agora o outro vai dar 2 e o último -4. 
Pedro: Então... o que nós podemos dizer é que... a... as rectas... 
Flávio: Vamos chegar outra vez à mesma coisa (refere-se à tarefa 1): dois positivos e 
dois negativos. 
Pedro: Sim, mas nós temos que dizer por que é que as funções têm como objecto zero e 
imagem ... este... valor (apontou para o b nas diversas funções que surgem no canto 
superior esquerdo do ecrã). 
Flávio: Humm... 
Pedro: Vamos escrever: a cada objecto... não, a cada imagem corresponde o valor da 
função. 
 
Os alunos pretendiam dizer que a imagem do objecto zero coincide com o último 
número que surge na expressão analítica, mas não o conseguiram fazer de forma clara. 
O Flávio, em geral, quando está perante uma tabela e precisa de determinar objectos 
ou imagens, recorre à co-variação de grandezas. O Pedro recorre ao software ou à regra de 
3 simples. Na questão 2.2.2. da tarefa 6, o Flávio começa por usar o seu método predilecto 
e chega à conclusão de que a reposta é, aproximadamente, 450. O Pedro por sua vez, 
também tentou utilizar um dos seus métodos predilectos – a regra de três simples – mas 
rapidamente percebeu que não o podia fazer, pois obteve 690 e era esperado um resultado 
inferior a 600. O Pedro não aceitou o valor adiantado pelo colega e como já dispunham da 
expressão analítica da função resolveu recorrer ao software. Em conjunto consideraram que 
os dois processos diferentes, solicitados no enunciado, seriam Cálculo e Calcular tabela, 
como mostra a figura 25. No entanto, primeiro fizeram uma pausa para discutir se 3 horas e 
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45 minutos correspondiam a 3,45h ou a 3,75h. Seguiram a opinião do Flávio que defendia 
tratar-se de 3,75h, com base na informação do enunciado. É de referir que ao utilizarem a 
opção Calcular tabela, os alunos não tiveram dificuldade em perceber que o incremento teria 
de ser de uma centésima, provavelmente por terem observado que o tempo em questão 
tinha duas casas decimais. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 25. Resolução da questão 2.2.2. da tarefa 6. 
 
Na questão 4.1. e 4.2. da tarefa 7, o Flávio, inicialmente, usou a co-variação de 
grandezas, apesar destas não serem directamente proporcionais, mas para a questão 4.3 
optou por recorrer ao software, usando a ferramenta Calcular tabela. Ao constatar que o 
aluno estava a resolver as questões por um processo incorrecto, resolvi intervir da seguinte 
forma: 
 
Professora: Flávio, explica-me, como é que chegaste ao 18 (resposta à questão 4.1.). 
Flávio: Fiz aqui stora, é 9 vezes 2, porque 2,5 vezes 2 é 5. 
Professora: Mas o que é que eu já te disse em relação a essa estratégia? 
(Silêncio) 
Professora: Só a podes usar quando se trata de uma... proporcionalidade... 
Pedro: Directa. 
Professora: Directa, muito bem Pedro! E aqui já viram que não existe proporcionalidade 
directa. 
Pedro: Podemos usar o Cálculo. 
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O Pedro usou a opção Cálculo, com base na expressão que escreveram na alínea 
anterior (y = -9,5x + 32) e descobriu que a temperatura correspondente a 5 quilómetros de 
altitude é -15,5 ºC, como se vê na figura 26.  
 
 
Figura 26. Resolução da questão 4.1. da tarefa 7. 
 
 
Para a questão 4.2., depois de constatarem que não podiam usar a estratégia do 
Flávio, optaram por seguir o mesmo método da questão anterior, embora não tenham 
percebido de imediato que era necessário reduzir de metros a quilómetros, isso só 
aconteceu após a visualização da imagem do objecto 10000, como se pode verificar através 
da figura 27 e do diálogo seguinte. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 27. Resolução da questão 4.2. da tarefa 4. 
      
 
Pedro: Isto aqui tens em metros, tens que passar isto para quilómetros. 
Flávio: Então, 10 mil metros é 10 Km! 
Pedro: Então!? 
Flávio: AH! Ya! Tenho que tirar 3 zeros... É -63. 
 
A resolução da questão 4.3 não foi tão imediata como as anteriores, porque os 
alunos esperavam encontrar uma altitude onde a temperatura fosse exactamente zero graus 
e com o modelo que encontraram (y = -9,5x+32) isso seria impossível. Esta necessidade de 
encontrarem uma temperatura de exactamente 0 ºC levou-os a experimentar várias 
estratégias, mas em nenhum momento pensaram numa resolução analítica. Uma das 
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estratégias utilizadas foi Calcular tabela, mas como usaram um incremento de uma décima 
não conseguiram encontrar nenhum ponto com ordenada zero, como mostra a figura 28. 
  
 
Figura 28. Tentativa de resolução da questão 4.3. da tarefa 7. 
 
 
O Flávio tinha a noção de que o valor pretendido teria de ser inferior a 3,5 e, 
portanto, não via nenhuma razão aparente para não constar na tabela da figura 28, o que 
trouxe uma dificuldade acrescida à tarefa, como mostra o diálogo seguinte: 
 
Flávio: Agora a 4.3 está-me a baralhar. Não estou a encontrar nada! Temos de 
descobrir menos de 3 ponto 5, para dar zero, supostamente tinha que estar aí, mas eu 
não encontrei. 
(Silêncio) 
Flávio: Calma, é mais fácil irmos à outra coisa! (refere-se à opção Cálculo) 
Pedro: Pois é! Oh! E vais fazer por tentativas!? 
 
Como não encontraram nenhum valor com imagem zero, os alunos resolveram usar 
a opção Cálculo, mas rapidamente perceberam que não foi uma boa ideia, pois teriam que 
chegar ao resultado pretendido pelo método de tentativa e erro, o que seria muito moroso. 
Regressaram ao método anterior, estando agora o Pedro com o rato e tendo usado um 
incremento de uma centésima, mas como não resultou optaram por alterar novamente o 
incremento: 
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 Flávio: Mete lá em cima 0.0001. Olha que tem que dar zero certo! Não é zero ponto 
qualquer coisa! 
 
O Flávio pretendia obter uma altitude cuja temperatura dada pelo software fosse 
exactamente 0 ºC, mas com este incremento a melhor aproximação que conseguiu foi 
0,0002 ºC, pelo que tentaram um novo incremento: 
 
Pedro: Vou tentar 0.00001. 
Flávio: Aleluia! É 3.36842. 
 
A figura 29 mostra os resultados obtidos pelos alunos nas duas últimas tentativas. 
 
Figura 29. Parte da resolução da questão 4.3. da tarefa 7. 
 
 
Pelas dificuldades que os alunos mostraram na resolução desta questão depreende-
se que o software teve um papel fundamental, tendo-os levado, inclusive, a perceber que à 
medida que aumentavam o número de casas decimais da altitude, a temperatura 
aproximava-se de 0 ºC. No entanto, para além de não terem tido em atenção a possibilidade 
do valor encontrado não ser exactamente zero, devido à limitação do número de casas 
decimais do software, a resposta foi de 3, 368 km – valor encontrado anteriormente, quando 
utilizaram 3 e 4 casas decimais, e que na altura rejeitaram. Ou seja, os alunos esforçaram-
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se por encontrar o valor que lhes parecia correcto, mas deram como resposta o valor que, 
fazia sentido no contexto. 
 
Identificar/Excluir que a situação corresponde a uma função afim não linear 
Os alunos, nesta fase, continuam a manifestar uma grande dependência da 
representação gráfica para identificar situações que correspondam à função afim linear ou 
não linear. Na tarefa 7, apenas constataram que se tratava de uma função afim não linear 
depois de passarem da representação tabular para a gráfica, como mostra a figura 30. A 
decisão foi tomada com base na impossibilidade de haver uma recta que se sobrepusesse à 
maior parte dos pontos representados e que contivesse a origem do referencial. Apesar de 
na tabela constar o ponto (0,32), esta representação, por si só, não foi suficiente para a 
exclusão da hipótese de se tratar de uma função linear. A identificação destas situações 
através da representação tabular, verificou-se, pela primeira vez, na tarefa 10, como já foi 
referido. 
 
Figura 30. Representação gráfica da situação apresentada na tarefa 7. 
 
 
Determinar/Confirmar a expressão analítica  
O software continua a ser essencial, quer na determinação, quer na confirmação das 
expressões analíticas. Na questão 2.3. da tarefa 2 – onde se pretendia que os alunos 
escrevessem a expressão analítica de uma função cujo gráfico fosse uma recta horizontal 
que contivesse o ponto (0,4) – após alguma discussão entre os dois alunos, o Pedro 
representa graficamente o ponto (0,4), como mostra a figura 31 e de seguida optam por 
introduzir a expressão k(x) = 4, como revela o diálogo seguinte:  
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Figura 31. Resolução da questão 2.3. da tarefa 2. 
 
 
Flávio: Mete 1 ponto 5. 
Pedro: 1.5! É claro que não! Tem que passar no ponto (0,4). Vou marcar o ponto (0,4). 
Flávio: Isso não vai dar, ya. Estás a ver?  
(O Flávio não ficou satisfeito com o resultado obtido, porque pretendia obter uma recta.) 
Pedro: Então, e é aqui! 
Flávio: Então agora traça a função. 
Pedro: Não aqui só diz para... 
Flávio: Mas agora tens que traçar a função que é 4. 
(Os alunos inseriram a expressão k(x) = 4 e confirmaram que a recta contém o ponto 
dado.) 
Flávio: Estás a ver?  
Pedro: Agora temos que explicar. Como é que pensaste? 
Flávio: Como é que pensei... Não sei... Tem que ter o n.º 4 para passar no ponto (0,4). 
 
Os alunos com a ajuda do software conseguiram responder à questão, porque 
testaram as suas conjecturas o que lhes permitiu avançar, formular novas conjecturas e 
confirmar a resposta.  
O Flávio apresenta alguma dificuldade em assimilar a influência dos parâmetros da 
expressão analítica da função afim. O Pedro, pelo contrário, conhece a influência, mas, por 
vezes, tem dificuldade em aplicar esses conhecimentos. Na questão 2.2.1. da tarefa 6, 
depois de constatarem que se tratava de uma função afim não linear (através da 
representação gráfica), o Pedro associou de imediato a expressão analítica da função à 
fórmula y = kx + b. De seguida, com o auxílio do software tentou encontrar o valor de k e de 
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b, conjugando o conhecimento que tem destes parâmetros com o método de tentativa e 
erro:  
 
Pedro: Agora temos que encontrar uma expressão para isto que eu acho que é              
y = 1500x + ... . Porque isto é do tipo y = kx + b. É mais o quê? 
Flávio: Sei lá! 
Pedro: Vou experimentar 5. (a recta obtida não correspondeu ao esperado) 
 
Embora o Pedro se recordasse da influência de cada um dos parâmetros no gráfico 
da função, não estava a conseguir aplicar esses conhecimentos, pelo que solicitou a minha 
ajuda, como mostra o excerto seguinte: 
 
Pedro: Agora estou aqui com uma dúvida, porque eu meti y = 1500x + 5, mas agora 
estou com dúvidas neste número, eu acho que é 5, porque aqui diz que é o tempo 
quando fica vazio. 
(O Pedro procurava a ordenada na origem, mas confundiu o ponto (0,5) com o ponto 
(5,0).) 
Professora: Esse 5 que tu tens aí, na fórmula corresponde a que letra? 
Pedro: A que letra!? 
Professora: A fórmula... a expressão analítica é de que tipo? 
Pedro: y = kx + b. 
Professora: E esse cinco corresponde a que letra? 
Pedro: Ao b. 
Professora: Corresponde ao b, muito bem! E qual é a indicação que temos em relação 
ao b? 
Pedro: É o valor onde vai passar no eixo dos yy. 
Professora: E esta recta passa em que valor no eixo dos yy? 
Pedro: Em 1500. 
Professora: Em 1500. Então... 
Pedro: Então está ao contrário. 
Professora: Agora vejam qual é valor de k. 
Pedro: Pois, mas aí estou com dúvidas. 
Professora: Acham que essa recta que vocês colocaram se adequa à série de pontos? 
Pedro: Não! 
Professora: Porquê? 
Flávio: Porque não passa nos pontos que nós traçámos. 
Professora: E não passa porquê? O que é que está mal logo à primeira vista? 
Pedro: A inclinação. 
Professora: A inclinação, e a outra questão é que não pode passar no ponto (0,0) nem 
no ponto (0, 5), mas passa no ponto...  zero... quê? 
Pedro: Zero, mil e quinhentos. 
Professora: Exacto. O b já sabem qual é. Qual é o valor que tem o b? 
Alunos: (Em simultâneo) É 1500. 
Professora: E o k tem um valor positivo ou negativo? 
Pedro: Negativo. 
Professora: Então, agora já é fácil chegarem lá.  
 
A minha intervenção foi essencial para que os alunos conseguissem mobilizar os 
conhecimentos que possuíam. Pois, ao responderam às questões que lhes coloquei, 
relembraram os conceitos e associaram-nos à tarefa em questão. Mas antes de chegarem à 
expressão correcta precisaram de realizar quatro tentativas, como mostra a figura 32. A 
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primeira antes da minha intervenção e as restantes após a intervenção. Nestas últimas 
fixaram o valor de b e fizeram variar o valor de k, considerando-o sempre inferior a zero. 
 
 
Figura 32. Resolução da questão 2.2.1. da tarefa 6. 
 
Mais uma vez, a resposta dos alunos evidencia as dificuldades com a expressão 
escrita, como mostra a figura 33. 
 
Figura 33. Resposta do Flávio à questão 2.2.1 da tarefa 6. 
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Na tarefa 7, os alunos tiveram alguma dificuldade, não em encontrar um modelo 
matemático, mas em aceitar um modelo matemático para a situação apresentada. Isto 
porque, até então, estavam habituados a encontrar modelos que se ajustavam 
perfeitamente aos dados e neste caso é impossível encontrar um modelo que se ajuste na 
perfeição. Na questão 3, depois de perceberem que se tratava de uma função afim não 
linear, a preocupação do Pedro passou por encontrar o declive e a ordenada na origem, 
enquanto que o Flávio tentava resolver a questão 4, onde se sentia, aparentemente, mais à 
vontade, usando a estratégia que mais aprecia – co-variação de grandezas – apesar das 
grandezas não terem uma relação proporcional. O excerto seguinte mostra o diálogo que o 
Pedro tentou ter com o Flávio enquanto resolvia a questão 3: 
 
Pedro: Isto agora é uma do tipo y = kx + b, não é? Nós agora precisamos de fazer... O 
nosso b é... O nosso b sabemos que é quê?... É 32. 
Flávio: Isto é muito fácil. (refere-se à questão 4) 
Pedro: Nós agora precisamos de descobrir o nosso... x, o nosso x tem de ser com 
menos. (refere-se ao coeficiente de x) 
 
O aluno experimenta y = -4x + 32, mas não fica satisfeito com o resultado. 
 
Pedro: Deve ser para aí um 8! 
(Experimenta y = -8x + 32 e resolve chamar-me.) 
Pedro: Oh stora! Nós não conseguimos a 3. (enquanto chego junto dele ainda 
experimenta y = -9x + 32) 
Professora: Não conseguem fazer com que a recta passe em todos os pontos, é isso 
que queres dizer? 
Pedro: Sim. 
Professora: Pois não, não conseguem fazer, porque esta situação é real [os dados 
foram recolhidos empiricamente]. O que vão fazer é tentar que a recta passe pelo maior 
número possível de pontos... Que se ajuste o máximo possível. 
 
Neste ponto, chamei a atenção para o que acontece na previsão da meteorologia, 
onde não é dada a temperatura exacta, mas sim uma estimativa, o que significa que o ponto 
em questão não tem de estar sobre a recta, podendo, perfeitamente, situar-se, ligeiramente, 
abaixo ou acima desta. Referi ainda que, deste modo, para a mesma situação, podem surgir 
modelos ligeiramente diferentes, mas as respostas serão sempre idênticas. 
  
Pedro: Tentámos y = -9x + 32. 
Professora: Se calhar ainda consegues melhor. Porquê 32? 
Pedro: Porque no eixo dos yy passa no 32. 
Professora: Muito bem, lembraste disto Flávio? 
Flávio: Sim. 
Professora: E por que é que o k é negativo? 
Pedro: Porque a recta está, maioritariamente, nos quadrantes pares. 
Professora: Muito bem! Ou então porque está a decrescer. Se tirarem a linha azul 
visualizam melhor os pontos. 
Pedro: Podemos tentar números com vírgulas... decimais? 
Professora: Podem. 
Flávio: Tenta nove e meio, para ver se passa mais perto deste. 
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Neste caso, percebe-se que o Pedro já tem pleno domínio da influência dos 
parâmetros k e b no comportamento do gráfico da função afim. O seu problema estava, por 
um lado, em usar somente números inteiros e, por outro, em achar que era possível 
encontrar uma recta que se sobrepusesse a todos os pontos. Depois de esclarecidas estas 
questões e já com a ajuda do Flávio, tentaram a expressão  y = -9,5x + 32,  y = -9,4x + 32 e 
y = -9,6x + 32, mas consideraram que a recta que melhor se ajustava aos pontos dados era 
a que correspondia à expressão y = -9,5x + 32. A figura 34 mostra duas das primeiras 
tentativas, para chegarem ao modelo que melhor se ajusta aos dados, e ainda o modelo por 
eles seleccionado, que se encontra à direita na figura. 
 
 
Figura 34. Resolução da questão 3 da tarefa 7. 
 
 
Síntese 
1. Uso dos comandos do software e dificuldades sentidas. Os alunos continuam a 
não sentir qualquer dificuldade no uso dos comandos do software, mesmo quando é 
necessário encontrar o ponto de intersecção de duas rectas. No entanto, encontrar a escala 
adequada continua a não ser imediato, embora as tentativas que fazem não estejam 
desprovidas de significado. Os alunos baseiam-se no contexto da situação apresentada e no 
conhecimento que têm de situações anteriores. A maior dificuldade reside em encontrar um 
bom intervalo entre os valores marcados nos eixos. Quando após algumas tentativas não 
conseguem o que desejam recorrem ao zoom. O zoom também é utilizado quando 
pretendem de uma forma rápida perceber o que acontece para além da janela de 
visualização. É habitual não ficarem, totalmente, satisfeitos com o resultado obtido com o 
zoom. Nesse caso, recorrem à opção Alterar eixos, para fazerem as modificações que 
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consideram necessárias. Continuam a usar a grelha e a funcionalidade que permite ligar os 
pontos por um segmento de recta. 
2. Estratégias usadas na resolução das tarefas. No que respeita a interpretar a 
situação, os alunos dentro do contexto continuam a identificar, facilmente, as variáveis e a 
apurar qual delas é a dependente. Se a informação for dada através da representação 
tabular, o Flávio, continua a usar a co-variação de grandezas, apesar das grandezas não 
serem proporcionais, quer para determinar objectos quer imagens, e só sente necessidade 
de recorrer ao software quando não obtém um valor exacto. O Pedro, não usa a estratégia 
da co-variação de grandezas, usa a regra de três simples, mas, após o resultado obtido, 
geralmente, percebe que não deveria ter utilizado aquele método, pois o resultado não está 
próximo do que era esperado. Nesse caso, tenta encontrar a expressão analítica da função, 
introduz a expressão no software e recorrendo às funcionalidades do software: Cálculo e 
Calcular tabela; determina os objectos e as imagens pretendidas. 
Constata-se que após determinarem o objecto ou a imagem que pretendem é, 
frequente, darem atenção ao ponto de intersecção das linhas a tracejado que surge, 
automaticamente, no ecrã, indicando a localização exacta do ponto que acabaram de 
determinar. Este comportamento é positivo, porque, para além de os alunos passarem a ser 
críticos e deixarem de confiar cegamente no software, passam a visualizar graficamente o 
que pretendem, o que será uma mais valia nas situações em que não tenham oportunidade 
de recorrer a este artefacto. 
Para excluírem a hipótese de uma situação corresponder a uma função linear já não 
estão dependentes da representação gráfica, conseguem fazê-lo através da representação 
tabular, mas somente se esta apresentar um ponto onde apenas uma das coordenadas é 
nula. Caso contrário recorrem à representação gráfica e verificam se os pontos 
representados se encontram sobre uma linha recta e se esta contém ou não a origem do 
referencial. 
No que respeita à expressão analítica, os alunos usam o software para a determinar, 
baseados nos conhecimentos que têm das características da expressão analítica, ou seja, 
baseados no conhecimento de que a expressão analítica de uma função afim não linear é 
do tipo y = kx + b, onde associam ao k o declive e a taxa variável, e ao b a ordenada na 
origem e a taxa fixa. Se na situação apresentada não houver a indicação de uma taxa 
variável, fazem variar o k até encontrarem a expressão que melhor se ajusta ao conjunto de 
pontos dados ou previamente obtidos. Os alunos também usam este artefacto para 
confirmar as suas conjecturas, deste modo, escrevem a expressão analítica que consideram 
correcta e recorrendo ao software averiguam se a recta obtida tem o comportamento 
esperado. É, assim, evidente que os alunos fazem conexões entre as representações, 
recorrendo maioritariamente à representação gráfica.  
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3. Aprendizagens realizadas/Dificuldades sentidas. É visível que ambos os alunos 
conseguem reconhecer uma função afim não linear a partir da representação gráfica. Em 
relação ao Flávio, as situações apresentadas não permitem afirmar categoricamente que 
este conhece, perfeitamente, a expressão geral de uma função afim, assim como a 
influência dos seus parâmetros no gráfico da função. No entanto, em relação ao Pedro 
existem dados suficientes para permitirem concluir que ele domina perfeitamente esta 
temática. 
Quando estão perante uma tabela que apresenta um ponto com apenas uma das 
coordenadas zero, já conseguem excluir a hipótese de se tratar de uma situação de 
proporcionalidade directa sem necessitarem de recorrer à representação gráfica. 
Os alunos conseguem resolver parte das dificuldades com que se deparam 
conversando entre si, mas continuam a ser evidentes as dificuldades que revelam quer na 
expressão oral quer na escrita. 
 
5.2.3. Proporcionalidade inversa 
 
Interpretar a situação 
Na tarefa 11, relacionada com a viagem de avião a Paris, os alunos depararam-se 
pela primeira vez com o estudo de uma função não afim. Tratava-se de uma função de 
proporcionalidade inversa cujas propriedades ainda não eram do conhecimento dos alunos. 
Na questão 1.6.1., os alunos eram questionados relativamente à imagem de zero 
passageiros. O Flávio após a leitura da questão, e baseado no contexto do problema, 
pareceu-lhe óbvio que se trataria de zero euros. No entanto, o Pedro discordou 
argumentando, com base na representação gráfica, que realizaram com recurso ao 
software, e que consta na figura 35. 
 
 
Figura 35. Representação gráfica da situação apresentada na questão 1.1. da tarefa 11 e uso do zoom 
para uma melhor visualização do ponto (375; 83,8). 
 
Pedro: Zero!? A imagem do objecto zero é zero? 
Flávio: Óbvio! 
Pedro: Não, isso era se fosse uma proporcionalidade directa, mas não é! Não passa no 
ponto zero, zero.  
Flávio: Então é 31 425. (refere-se ao aluguer do avião) 
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É notório que o Flávio se tentou apoiar no contexto do problema: primeiro responde 
com convicção que no caso de se tratar de zero passageiros o custo seria nulo; de seguida, 
após os contra-argumentos apresentados pelo colega, mudou de opinião e passou a achar 
que a imagem de zero passageiros teria de corresponder ao aluguer do avião. Mas o Pedro 
analisou a questão de um ponto de vista puramente matemático e com base nas 
propriedades das funções que conhece. Deste modo, constatou que como o gráfico da 
função não corresponde a uma situação de proporcionalidade directa, não vai conter o ponto 
(0,0) e, portanto, a imagem de zero passageiros não poderá ser zero euros. Relativamente à 
questão seguinte, onde era pedido o inverso, ou seja, o objecto com imagem zero euros, os 
alunos responderam que não existe um objecto com imagem zero, com base no seguinte 
diálogo:   
 
Pedro: Está aqui um ponto! (refere-se ao ponto (375; 83,8) que na representação gráfica 
parece ter ordenada zero) 
Flávio: Mas ele não está completamente na linha, se aproximares vês que não toca na 
linha. (usa o zoom) 
Flávio: Então... se não passa no ponto zero, zero, não há! 
Pedro: Não há!? Não, acho que não há. 
 
Neste caso o Flávio já conjugou o contexto com a informação adiantada pelo colega. 
O aluno considera que se o preço por passageiro é zero, então não houve passageiros, 
mas, por outro lado, se o gráfico não passa no ponto (0,0) então não existe um objecto com 
imagem zero euros. Constata-se que a representação gráfica e o uso do zoom levaram a 
discussão para um nível que seria impensável sem o software e, consequentemente, 
contribuiu para uma melhor interpretação da situação e para, posteriormente, aquando da 
síntese das propriedades das funções de proporcionalidade inversa, perceberem que a 
hipérbole não intersecta os eixos coordenados, ou seja, as variáveis não podem tomar o 
valor zero. 
Os alunos sempre revelaram facilidade na identificação das variáveis em estudo e 
em estabelecer a relação de dependência. Mas essa facilidade continua a verificar-se 
quando a situação é apresentada sob a forma de representação verbal e sem qualquer 
destaque para uma determinada informação, como aconteceu na tarefa 15. Os alunos 
inicialmente não estavam de acordo, mas o Pedro rapidamente percebeu que o colega tinha 
razão, como mostra o diálogo seguinte: 
 
Pedro: Eu acho que é a distância com o tempo.  
Flávio: Não é não! É a velocidade com o tempo. 
Pedro: A velocidade! Mas aqui... Sim, sim, é a velocidade. A variável dependente eu 
acho que é o tempo. Porque o tempo... 
Alunos: (em simultâneo) ... depende da velocidade.  
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No entanto, perceber se se trata de uma função linear, afim não linear ou de 
proporcionalidade inversa, através da representação verbal continua a não ser uma tarefa 
fácil para estes alunos, como aconteceu na tarefa 15, onde não relacionaram de imediato a 
situação com a proporcionalidade inversa. O primeiro impulso foi introduzir os dois pontos 
que sobressaem da leitura do enunciado no software, como mostra a figura 36, e tentar 
analisar a situação, mas apenas conseguiram perceber que não se tratava de uma situação 
de proporcionalidade directa:  
 
Flávio: Não é uma proporcionalidade directa. 
Pedro: Então, porquê? 
Flávio: Porque não passa no ponto zero, zero. Olha aqui, a recta nunca vai passar no 
ponto zero, zero! 
Pedro: Sim, sim. 
 
 
Figura 36. Tentativa de interpretação da situação apresentada na tarefa 15. 
 
Insatisfeitos com os resultados, resolveram mudar de estratégia. Construíram, na 
folha de registo, uma tabela, com os dois pontos que conheciam, e só depois disto é que 
constataram que à medida que uma variável aumentava a outra diminuía, o que lhes 
permitiu perceber que se tratava de uma situação de proporcionalidade inversa, embora o 
termo não tenha surgido de forma imediata: 
 
Pedro: Espera, quando uma aumenta a outra diminui! Como é que isso se diz?  
Flávio: É... indirecta! 
Pedro: Não! É... proporcionalidade inversa. 
 
Determinar objectos e imagens 
Os alunos mesmo quando conhecem a expressão analítica da função, continuam a 
recorrer ao software para determinar objectos e imagens, como aconteceu na questão 4.5. 
da tarefa 14, onde tinham que indicar o valor de y para x igual a 80. Apesar de já terem 
chegado à conclusão de que a expressão analítica da função em causa era f(x) = 8/x, 
recorreram ao software. Para tal, introduziram a expressão e de seguida recorreram à opção 
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Calcular tabela onde verificaram que a imagem de 80 era 0,1. É de salientar que a tabela 
apresenta, por norma, a variável independente entre -10 e 10 com um incremento de 0,1. 
Neste caso, os alunos alteraram apenas o valor máximo para 81, como se pode ver na parte 
superior da figura 37. 
 
 
Figura 37. Uso da tabela para determinar a imagem do objecto 80 da questão 4.5. da tarefa 14. 
 
No entanto, ficaram cépticos em relação ao valor obtido, talvez por se tratar de um 
número decimal e muito pequeno, pelo que resolveram recorrer, novamente, ao software, 
desta vez para confirmar se o ponto (80; 0,1) se sobrepunha ou não à hipérbole. Mas 
cometeram um erro, muito provavelmente, por distracção, e em vez deste ponto 
confirmaram o ponto (0,1; 80), como ilustra a figura 38.  
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Figura 38. Tentativa de confirmação do valor encontrado para a questão 4.5. da tarefa 14. 
 
 Não tendo percebido o erro cometido, no momento da confirmação do resultado, e 
ao verificarem que o ponto se sobrepôs à hipérbole, aceitaram como resposta 0,1.  
 
Identificar/Excluir que a situação é de proporcionalidade inversa 
A preferência destes alunos pela representação gráfica em detrimento da tabular 
continua a ser bem visível. Para averiguarem se as tabelas apresentadas no exercício 1 da 
tarefa 14 representavam ou não situações de proporcionalidade inversa, estes alunos 
usaram o software e o conhecimento de que o gráfico de uma função de proporcionalidade 
inversa é uma curva. Mas como se tratava da primeira tarefa com aplicação prática dos 
conhecimentos sobre a função de proporcionalidade inversa, resolvi intervir no sentido de 
averiguar se os alunos estavam a ir ao encontro do solicitado: 
 
Professora: Então o que é que começaram por fazer? 
Pedro: Começámos por colocar estes valores (valores da tabela da questão 1.1.) no 
Graph e vimos que não é de uma proporcionalidade inversa. 
Professora: Porquê? 
Flávio: Porque... não faz uma curva. 
Professora: Ok. Mas não se esqueçam de escrever as respostas. 
 
Depois de representarem os pontos da primeira tabela no software, excluíram de 
imediato a hipótese de se tratar de uma situação de proporcionalidade inversa, pois todos os 
pontos se encontram sobre uma linha recta, como se pode ver na figura 39. Os alunos 
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usaram a funcionalidade do software que permite ligar, automaticamente, dois pontos 
consecutivos por um segmento de recta. 
 
 
Figura 39. Representação gráfica da questão 1.1. da tarefa 14. 
 
De seguida, representaram os pontos das restantes tabelas (questões 1.2. e 1.3.) e 
deixaram as conclusões para o final. Do lado esquerdo da janela, os alunos podem clicar 
nos quadrados para introduzir ou eliminar o visto e desta forma deixam visível ou invisível a 
representação gráfica subjacente a essa série de pontos. Na figura 40 é possível verificar 
que os alunos retiraram o visto à primeira série de pontos e, portanto, passaram a visualizar 
apenas as duas séries seguintes. Para cada série de pontos escolheram uma cor diferente, 
facilitando assim a visualização das representações, principalmente, quando se encontram 
todas visíveis. 
 
 
Figura 40. Representação gráfica das tabelas das questões 1.2. e 1.3. da tarefa 14. 
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Relativamente à questão 1.2., depois de verificarem que todos os pontos se 
encontravam sobre uma curva, aparentemente, semelhante a uma hipérbole, como se pode 
ver na figura 41, ambos os alunos concordaram que se trataria de uma situação de 
proporcionalidade inversa, sem sentirem necessidade de provar a afirmação:  
 
 
            Figura 41. Questão 1.2. da tarefa 14. 
 
 
Na questão 1.3., depois de constatarem que os pontos representados não se 
encontravam sobre uma linha curva, semelhante a uma hipérbole, como se pode ver na 
figura 42, o Flávio refutou de imediato a hipótese de se tratar de uma situação de 
proporcionalidade inversa. 
 
 
Figura 42. Questão 1.3. da tarefa 14. 
       
No entanto, para o Pedro não era condição necessária que a hipérbole contivesse 
todos os pontos representados. Esta ideia talvez tenha ficado a dever-se ao facto de na 
modelação de situações, através de uma função afim, onde os dados foram recolhidos 
empiricamente, como na tarefa 7, não haver a necessidade da recta se sobrepor a todos os 
pontos representados. O excerto seguinte mostra o impasse a que os alunos chegaram e a 
necessidade de recorrerem à minha ajuda: 
 
Pedro: Essa também é (refere-se à questão 1.3.). 
Flávio: Não, acho que não, está torta aqui.  
Pedro: É! Passa em quase todos os coisos, é, é!! 
Flávio: Eu digo que não é, está toda torta aqui, chama a stora vais ver. 
Pedro: Stora, podia aqui chegar, se faz favor? 
Professora: Sim... 
Pedro: No 1.3. o Flávio diz que não é, mas eu digo que é, porque na... na... maioria dos 
pontos faz uma curva. Mas ele diz porque este sai da... sai da... curva. 
Professora: Lembram-se do exercício no final da penúltima ficha? Onde tínhamos dois 
gráficos, onde as curvas pareciam perfeitas, e tínhamos que verificar qual deles é que 
representava uma proporcionalidade inversa? 
(Na tarefa 12, os alunos eram confrontados com dois gráficos que, aparentemente, 
representavam duas hipérboles, mas, após se efectuarem os produtos das coordenadas 
Flávio: Vai ser esta.  
Pedro: Sim, esta é uma proporcionalidade inversa.  
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de cada ponto, constatou-se que num deles o produto não era constante, pelo que se 
concluiu que não se tratava de uma hipérbole.) 
Pedro: Sim, mas isso era, porque os valores não eram iguais. 
Professora: Quais valores? 
Pedro: Ah! Pronto, então aqui também não é. 
Professora: Mas quais valores? 
Pedro: Os valores da... da... multiplicação do x e do y. 
Professora: Será que é assim Flávio?  
Flávio: É. 
 
Percebe-se que os alunos tinham conhecimento de que, numa situação de 
proporcionalidade inversa, o produto das coordenadas dos pontos representados teria de 
ser constante, mas não conseguiram mobilizar esse conhecimento para a resolução das 
questões, pelo que optaram por passar da representação tabular para a gráfica.  
O software também mostrou ser um recurso importante, para estes alunos, quando 
era necessário verificar se uma determinada expressão analítica representava ou não uma 
situação de proporcionalidade inversa. Pois, embora o Pedro evidenciasse ter uma noção da 
expressão geral de uma função de proporcionalidade inversa, o que lhe permitia tirar 
algumas conclusões, esse conhecimento não era suficiente para a resolução de tarefas com 
carácter mais complexo. Este facto, aliado às dificuldades que os alunos apresentam na 
manipulação de expressões algébricas, levou a que o software fosse essencial na resolução 
da questão 3 da tarefa 14, proporcionando uma interacção muito rica entre os dois alunos:  
 
Flávio: É a B (y = 5x/3). 
Pedro: É claro que não é! É a C (y = 15/x). 
Flávio: Então se isto é o ponto (3, 5), onde é que está aqui o ponto (3, 5)? 
Pedro: Fazes agora! Então Flávio, olha o x nunca pode estar junto com este nem com 
este! E o x tem de estar em baixo. 
 
Com este diálogo percebe-se que os motivos que levaram o Pedro a seleccionar a 
opção C (que é a opção correcta) não são totalmente correctos, pois, numa expressão 
analítica de uma função de proporcionalidade inversa, o x de facto tem de figurar no 
denominador, mas não tem, necessariamente, de estar isolado. Como o Flávio continuava 
convencido de que a sua conjectura estava correcta, o Pedro optou por recorrer ao software 
para lhe mostrar o contrário, traduzindo a representação simbólica na representação gráfica, 
como se pode ver na figura 43. 
Com esta estratégia o Flávio ficou convencido de que a hipótese B (y = 5x/3) estava 
errada, mas não foi suficiente para o convencer de que a hipótese correcta seria a C, como 
argumentava o Pedro: 
 
Pedro: A B nunca pode ser, as de proporcionalidade inversa são as que formam curva!  
Flávio: Está bem, mas esta aqui também não pode ser (refere-se a y = 15/x).  
Pedro: Porquê? 
Flávio: Porque está a tocar na linha, olha! 
Pedro: Não está, elas nunca tocam! 
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Flávio: Está, está em cima da linha. 
Pedro: Vês como não toca!  
 
 
Figura 43. Representação gráfica das três expressões da questão 3 da tarefa 14. 
 
O Pedro recorre ao zoom e mostra que a hipérbole não intersecta o eixo dos xx, 
como mostra a figura 44. 
 
 
Figura 44. Uso do zoom para provar que a hipérbole não intersecta o eixo dos xx –Questão 3 da tarefa 14. 
 
Com este diálogo percebe-se que ambos os alunos têm noção de que a hipérbole 
não pode intersectar os eixos coordenados e também se percebe que o software teve um 
papel importante na verificação desta propriedade, nos gráficos em estudo. No entanto, o 
Flávio continua a não perceber o motivo que leva o Pedro a afirmar, categoricamente, que a 
opção correcta é a C, pois visualmente trata-se de duas hipérboles. Os alunos esqueceram 
por completo a parte da questão que se refere ao ponto (3,5) e não encontrando mais 
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nenhuma forma de excluir uma das duas hipóteses restantes, o Pedro continua a basear-se 
no aspecto da expressão analítica:  
 
Flávio: Então e agora qual das duas é que dá, se dá as duas? 
Pedro: Não dá! 
Flávio: Stora!? O Pedro está-me a baralhar todo. 
Professora: Então qual é o problema? 
Flávio: O Pedro diz que é a C, mas eu digo que pode ser a A e a C. 
Professora: Qual delas é que contém o ponto (3,5)? 
Pedro: O ponto!? Como assim? 
Professora: Então o que é que nós queríamos descobrir (apontei para o enunciado da 
questão)? Era qual delas é que continha o ponto (3,5)! 
Pedro: AH! Já sei. Marcamos o ponto (3,5).  
 
Ao marcarem o ponto (3,5), como se pode ver na figura 45, os alunos perceberam, 
automaticamente, qual era a opção correcta. O uso do software para marcar o ponto 
pretendido pode parecer abusivo, pois os alunos podiam, perfeitamente, visualizar esse 
ponto no gráfico, mas a escala utilizada não facilitava a visualização directa do ponto.  
 
 
Figura 45. Representação gráfica das três expressões da questão 3 e do ponto (3, 5) da tarefa 14. 
 
 
Com esta questão ainda podemos concluir que o Pedro não se restringe à 
visualização do gráfico, ou seja, o facto de um gráfico apresentar uma curva semelhante a 
uma hipérbole não é condição suficiente para se tratar de uma função de proporcionalidade 
inversa, o aluno complementa essa informação com o conhecimento que tem das 
características da expressão analítica de uma função de proporcionalidade inversa. No 
entanto, o Flávio como aparenta não ter plena noção da expressão analítica deste tipo de 
funções baseia-se, simplesmente, na representação gráfica. 
 
Determinar/Confirmar a expressão analítica  
A determinação da expressão analítica de uma função de proporcionalidade inversa 
ocorreu, pela primeira vez, na questão 1.2. da tarefa 14 e não foi de todo trivial. Os alunos 
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antes de começarem a determinar a expressão já tinham chegado a duas conclusões 
importantes: (i) trata-se de uma função de proporcionalidade inversa (conclusão obtida por 
intermédio da representação gráfica); e (ii) o produto das coordenadas dos pontos 
representados na tabela é sempre 120. A ideia de fazerem estes produtos surgiu quando 
tentavam chegar a um consenso em relação à questão 1.3., cuja representação gráfica 
evidenciava que não existia uma hipérbole que se ajustasse a todos os pontos. No entanto, 
com a minha ajuda associaram essa situação a uma questão idêntica e resolvida 
anteriormente, onde relembraram que, numa situação de proporcionalidade inversa o 
produto das coordenadas dos pontos representados tem de ser constante. Mas apesar 
destas duas conclusões serem importantes, não se revelaram suficientes para a 
determinação da expressão analítica, faltando ainda a identificação da expressão geral de 
uma função de proporcionalidade inversa. 
Os alunos como estavam habituados a trabalhar com expressões do tipo y = kx + b, 
acharam que a expressão que pretendiam teria de ser desse tipo, associaram ao k o 120 
(tinham acabado de confirmar que era a constante de proporcionalidade) e ao b o 100, 
porque acharam que a recta que iria conter a maior parte dos pontos visualizados iria 
intersectar o eixo dos yy no ponto (0,100). Assim, tentaram encontrar a expressão analítica 
recorrendo ao software e usando o método de tentativa e erro, como ilustra a figura 46, onde 
estão representadas algumas das tentativas que os alunos fizeram, seguindo a ordem das 
mesmas. No entanto, entre as duas primeiras e as duas últimas houve mais tentativas, que 
foram suprimidas por se assemelharem às que estão apresentadas. 
  
 
 
Figura 46. Método de tentativa e erro na procura da expressão analítica da função correspondente aos 5 
pontos representados na questão 1.2. da tarefa 14. 
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Depois de obterem a representação gráfica correspondente ao primeiro palpite, 
perceberam que o declive da recta estava errado e passaram o k de 120 a -120, mas como 
o que obtiveram não se assemelhava ao que pretendiam, começaram a atribuir valores, 
aparentemente, ao acaso, com o único objectivo de conseguirem uma recta que se 
sobrepusesse ao maior número possível de pontos. Podemos constatar que os primeiros 
palpites dos alunos não estiveram desprovidos de significado, aplicaram os conhecimentos 
que tinham da função afim, onde tiveram em atenção a ordenada na origem e o sinal do 
declive da recta.  
Não tendo ficado satisfeitos com os resultados obtidos, resolveram chamar-me: 
 
Pedro: Stora, como é que se faz isto? 
Professora: O que é que querem descobrir? 
Pedro: Queremos descobrir a expressão analítica desta função (refere-se à tabela 1.2.). 
Professora: Que tipo de função é essa? 
Pedro: É uma função de proporcionalidade inversa. 
Professora: E de que tipo é que é a expressão analítica de uma função de 
proporcionalidade inversa? Ou melhor, digam-me que tipo de expressões analíticas é 
que têm estado a tentar até agora. 
Pedro: y = kx + b. 
Professora: E y = kx + b é a expressão analítica de uma função de proporcionalidade 
inversa? 
Pedro: Não. 
Professora: É a expressão analítica de que função? 
Alunos: (em simultâneo) É da afim. 
Professora: Muito bem! Então não pode ser desse tipo! De que tipo é que são as 
expressões analíticas das funções de proporcionalidade inversa? 
(silêncio) 
Professora: Não se lembram? Vejam a tarefa 12. 
Pedro: AH! Tem de ser a dividir, como está aqui em baixo! (Olhou para os exercícios 
seguintes onde estavam apresentadas algumas expressões analíticas de funções de 
proporcionalidade inversa.) 
Professora: Sim, mas devem consultar a tarefa 12. 
 
 
Tentei que os alunos percebessem que a expressão analítica que pretendiam não 
poderia ser do tipo y = kx + b, mas não lhes indiquei o tipo pretendido, optando por remetê-
los para a tarefa 12 – ficha informativa e de trabalho sobre a proporcionalidade inversa – 
pois, aparentemente, havia informação que constava na ficha e que os alunos ainda não 
dominavam. Os alunos seguiram o meu conselho e consultaram a ficha informativa, pelo 
que confirmaram que a expressão era do tipo y = k/x, como o Pedro tinha deixado implícito, 
e associaram ao k o produto das coordenadas dos pontos da tabela, que já tinham 
determinado. De seguida, tentaram a expressão f(x)=120/x e constataram que de facto se 
sobrepunha a todos os pontos, como ilustra a figura 47. 
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Figura 47. Resposta do Pedro à questão 1.2 da tarefa 14 e confirmação da expressão analítica enunciada. 
 
Na questão 1.8. da tarefa 15, os alunos tinham que escrever a expressão analítica 
da função que relacionava a velocidade (v) com o tempo (t). No entanto, ao longo da 
resolução da tarefa foram tirando várias conclusões que foram determinantes para a 
resolução desta questão: (i) Já tinham verificado que se tratava de uma função de 
proporcionalidade inversa; (ii) Já tinham verificado que a expressão analítica era do tipo y = 
k/x; e (iii) Já tinham verificado que os produtos dos valores correspondentes das duas 
grandezas era sempre 60. Sendo assim, concluíram que a expressão analítica era t = 60/v, 
embora tenham cometido um erro na utilização de simbologia algébrica, como se pode 
observar na figura 48. 
 
Figura 48. Resposta do Pedro à questão 1.8. da tarefa 15. 
 
Salienta-se o facto de os alunos não terem utilizado as letras y e x, mas sim t e v. No 
entanto, o uso da notação formal de modo incorrecto evidencia as dificuldades que ainda 
sentem neste aspecto. O facto de já terem resolvido a questão depois do toque de saída 
também não permitiu que lhe fosse prestada a devida atenção, mas mesmo assim, ainda 
recorreram ao software, para confirmarem a resposta. Assim, representaram graficamente 
os pontos que constavam na tabela que tinham construído, de seguida introduziram a 
expressão e confirmaram que a hipérbole continha os quatro pontos, como se pode ver na 
figura 49. 
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Figura 49. Confirmação da resposta dada à questão 1.8. da tarefa 15. 
 
 
Síntese 
1. Uso dos comandos do software e dificuldades sentidas. Os alunos continuam a 
usar o software sem qualquer tipo de constrangimento. Se considerarem que este pode ser 
útil usam-no, seja qual for a situação. Conhecem todos os comandos que necessitam e 
usam-nos sem dificuldade. No entanto, encontrar a escala adequada continua a não ser 
uma tarefa fácil, embora se verifique uma alteração na estratégia dos alunos, passando a 
haver um maior recurso ao zoom. Para encontrarem uma escala adequada, baseiam-se na 
representação tabular ou, no caso de esta não existir, interpretam a situação. É frequente 
que, para a situação apresentada, seja suficiente o valor mínimo de -1 para ambos os eixos, 
mas os alunos esquecem-se que no caso de considerarem um intervalo de, por exemplo, 10 
unidades no eixo dos yy, para conseguirem visualizar o eixo dos xx, o valor mínimo do eixo 
dos yy não poderá ser superior a -10. Este é o maior problema que os alunos enfrentam 
com as escalas. Inicialmente, só após várias tentativas falhadas é que recorriam ao zoom de 
forma a resolverem o problema, mas com o passar do tempo passaram a recorrer ao zoom 
após a primeira tentativa falhada.  
O zoom também é utilizado quando pretendem de uma forma rápida perceber o que 
acontece para além da janela de visualização. 
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Continuam a usar a grelha e a funcionalidade que permite ligar os pontos por um 
segmento de recta. 
2. Estratégias usadas na resolução das tarefas. No que respeita a interpretar a 
situação, os alunos dentro do contexto continuam a identificar, facilmente, as variáveis e a 
apurar qual delas é a dependente, mesmo quando a situação é apresentada na 
representação verbal.  
Para determinarem objectos e imagens em situações apresentadas sob a forma de 
representação verbal, os alunos, geralmente, baseiam-se no contexto do problema ou 
encontram uma relação entre as variáveis (é uma relação de proporcionalidade inversa, logo 
k = x  y).  
Para averiguar se uma situação corresponde ou não a uma função de 
proporcionalidade inversa, geralmente, recorrem à representação gráfica e verificam se os 
pontos representados se encontram sobre uma linha que se assemelha a uma hipérbole. 
Por vezes, também concluem que se trata de uma situação de proporcionalidade inversa 
quando através da representação tabular verificam, que à medida que uma variável 
aumenta a outra diminui (nas situações apresentadas as variáveis tomaram sempre valores 
positivos). 
No que respeita à expressão analítica, os alunos, por vezes, recorrem ao software e 
usam o método de tentativa e erro. No entanto, só conseguem chegar à expressão 
pretendida depois de reflectirem sobre o tipo de expressão que está subjacente aos dados, 
ou seja, depois de perceberem que se trata de uma expressão do tipo y = k/x, onde k = xy. 
É evidente que os alunos continuam a fazer conexões entre as representações e 
continuam a privilegiar a representação gráfica.  
3. Aprendizagens realizadas/Dificuldades sentidas. É visível que ambos os alunos, 
desde o início, conseguem reconhecer uma função de proporcionalidade inversa a partir da 
representação gráfica e também têm conhecimento de que a hipérbole não pode intersectar 
os eixos coordenados. O recurso à representação tabular para averiguar se a situação 
apresentada corresponde a uma função de proporcionalidade inversa só surgiu mais tarde e 
partiu do Pedro.  
No início do estudo da função de proporcionalidade inversa surgiram algumas 
dificuldades, quer no preenchimento de tabelas, quando não dispunham da expressão 
analítica, quer na obtenção da expressão analítica. Mas com o passar do tempo essas 
dificuldades foram-se dissipando. 
Em relação ao Flávio, as situações apresentadas não permitem afirmar, 
categoricamente, que este conhece, perfeitamente, a expressão geral de uma função de 
proporcionalidade inversa, assim como os métodos que permitem descobrir a constante de 
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proporcionalidade. No entanto, em relação ao Pedro é possível afirmar que, apesar das 
dificuldades sentidas inicialmente, por fim, já dominava esta temática. 
Continuam a ser evidentes as dificuldades que estes alunos revelam quer na 
expressão oral quer na escrita. 
 
5.2.4. Síntese global 
 
Com base na análise realizada nesta secção, foi construída a tabela que se encontra 
em anexo (Anexo XI), onde são evidenciadas as estratégias que o par usou na resolução 
das tarefas propostas, no que se refere a: (i) identificar o tipo de função subjacente a uma 
representação; (ii) determinar objectos e imagens; (iii) determinar ou confirmar a expressão 
analítica; e (iv) alterar a escala do gráfico.  
 
5.3. O desempenho individual dos alunos 
 
Nesta secção, apresenta-se o desempenho individual dos dois alunos, Flávio e 
Pedro, em três fases distintas, após o estudo da função afim, com base no teste 2 e na 1.ª 
entrevista; após o estudo da função de proporcionalidade inversa, com base no teste 3; e, 
por fim, após a interrupção lectiva de Natal, com base na 2.ª entrevista. É dada ênfase às 
estratégias usadas por cada aluno e às dificuldades reveladas, assim como ao uso que cada 
um faz das várias representações, no que respeita a: (i) Interpretar a situação/Identificar o 
tipo de função; (ii) Determinar objectos e imagens; e (iii) Determinar a expressão analítica. 
Por fim, é apresentada uma síntese com as principais conclusões. 
 
5.3.1. Interpretar a situação/ Identificar o tipo de função  
 
Quando a situação é apresentada sob a representação verbal, nem o Flávio nem o 
Pedro revelam dificuldade na identificação das variáveis, porque se baseiam no contexto. 
No entanto, na questão 1.2. do teste 2, o Flávio trocou a variável dependente com a 
independente, mas, aquando da 1.ª entrevista, ficou claro que apesar de ter dado uma 
resposta errada o aluno sabia que a distância dependia do tempo, como se pode ver pelo 
diálogo seguinte: 
 
Professora: No teste respondeste que a variável independente é a distância e que a 
variável dependente é o tempo. Porquê? 
Flávio: Porque acho que a distância depende do tempo. Por exemplo, se estiver mais 
longe, a gente vai demorar mais tempo a ouvir do que se estiver mais perto. 
Professora: Tu disseste que a distância... depende... 
Flávio: Do tempo. 
Professora: Então a distância é a variável... 
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Flávio: Independente! (o aluno olha para a resposta que deu no teste) Não! É 
dependente. Enganei-me, era ao contrário. 
 
O facto de no enunciado deste problema se terem destacado as variáveis, ao referir, 
por exemplo, “Para estimar a distância, d, em metros...”, não permite perceber se os alunos 
também conseguiriam identificar as variáveis em estudo se não se fizesse este realce. No 
entanto, na 2.ª entrevista, aquando da resolução da questão 5, não foi feito qualquer realce 
e nenhum dos alunos apresentou dificuldade quer na identificação das variáveis quer em 
estabelecer a relação de dependência entre elas. 
Identificar numa dada situação o tipo de função que lhe está associado, a partir da 
representação verbal, já é uma tarefa mais difícil para estes alunos. O Flávio, interpreta a 
situação e, com base no contexto, determina objectos e imagens, no entanto, não identifica 
o tipo de função. Se se tratar de uma função de proporcionalidade directa, o Pedro não só 
identifica o tipo de função, como ainda passa, rapidamente, da representação verbal para 
qualquer uma das outras. Quando se trata de uma função afim não linear só identifica o tipo 
de função depois de efectuar alguns cálculos e de constatar que existe uma taxa fixa. 
Relativamente à função de proporcionalidade inversa, tem tendência para usar a regra de 
três simples e quando está atento percebe que cometeu um erro, pois o resultado obtido 
não está de acordo com o esperado, como aconteceu na 2.ª entrevista, onde, na questão 5, 
percebeu que não podia usar a regra de três simples, porque assim o número de 
trabalhadores seria inferior a cinco. Deste modo, exclui a hipótese de se tratar de uma 
situação de proporcionalidade directa e recorre à representação tabular, averiguando se o 
produto das variáveis é constante.  
O quadro 8 sintetiza esta informação. 
 
Quadro 8. Identificação de uma função a partir da representação verbal. 
                                   Função 
Identificação  
da função 
Função de 
proporcionali-
dade directa 
Função afim 
não linear 
Função de 
proporcionali-
dade inversa 
Sim, directamente Pedro   
Sim, com recurso à representação 
numérica (à forma como efectua os 
cálculos) 
 Pedro  
Sim, com recurso à representação 
tabular 
  Pedro 
Não Flávio Flávio Flávio 
 
Nem o Flávio nem o Pedro têm dificuldade em passar da representação verbal para 
a tabular. No entanto, no teste 2, o Flávio, não respondeu à questão 1.3., onde se pretendia 
que elaborasse uma tabela com base na representação verbal. Contudo, aquando da 1.ª 
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entrevista ficou claro que o sabia fazer e também sabia colocar devidamente as variáveis 
em causa, mas por insegurança ou distracção, tem alguma dificuldade em pôr em prática os 
seus conhecimentos, como se pode observar no diálogo seguinte: 
 
Professora: Por que é que não resolveste o exercício 1.3? 
Flávio: Porque... essa... já não me lembrava da tabela. 
Professora: Não!? Então lê, se fazes favor, para vermos o que é que se pretende. 
Flávio: “Elabora uma tabela que traduza, em alguns casos concretos, a relação entre as 
duas variáveis”. 
Professora: Sabes o que é uma tabela? 
Flávio: Sei.  
Professora: Então faz aqui nesta folha a estrutura da tabela... e coloca as duas 
variáveis em estudo... 
(O aluno constrói uma tabela na vertical, com duas colunas e seis linhas) 
Professora: Por que é que colocaste primeiro o tempo e depois a distância? 
Flávio: Por acaso, foi ao acaso. 
Professora: Foi ao acaso. Mas pensa lá um bocadinho, será que está bem assim? Será 
que deveria ser ao contrário? 
Flávio: Acho que é ao contrário, porque primeiro é o x e depois é que é o y. 
Professora: Então escreve primeiro x e depois y. Qual é a variável independente? É o x 
ou o y? 
Flávio: A dependente é o y. Então, está bem. 
Professora: Sim, está bem. Essa é a estrutura da tabela, mas eu pedia para construíres 
uma tabela com alguns casos concretos. O que é que isso quer dizer? 
Flávio: Então, é para a gente dar exemplos. 
Professora: Então, por que é que não fizeste isso no teste? 
Flávio: Esqueci-me quando estava a fazer o teste. Só depois quando acabei é que me 
lembrei. Estive a pensar... 
 
Apesar de o Flávio conseguir construir uma tabela, quando a situação é apresentada 
por meio da representação tabular não consegue perceber o tipo de função que lhe está 
subjacente. Tem necessidade de recorrer ao software e converter esta representação na 
gráfica. O Pedro associa a representação tabular a uma função de proporcionalidade directa 
quando o quociente entre a variável dependente e a independente é constante e para 
analisar se se trata de uma função de proporcionalidade inversa, recorre à invariância do 
produto das variáveis. No entanto, este processo não foi imediato, o aluno inicialmente 
também recorria à representação gráfica. Para verificar se se trata de uma função afim não 
linear tem necessidade de recorre ao software e de converter esta representação na gráfica. 
O quadro 9 sintetiza esta informação. 
 
Quadro 9. Identificação de uma função a partir da representação tabular. 
                                   Função 
Identificação  
da função 
Função de 
proporcionali-
dade directa 
Função afim 
não linear 
Função de 
proporcionali-
dade inversa 
Sim, pela invariância do produto ou 
do quociente das variáveis 
Pedro  Pedro 
Sim, com recurso ao software Flávio 
Pedro 
 Flávio 
Flávio 
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Quando a situação é apresentada sob a representação gráfica nenhum dos alunos 
apresenta qualquer dificuldade em perceber o tipo de função que lhe está subjacente, 
porque associam o gráfico de:  
- uma função de proporcionalidade directa a uma recta que contém a origem do referencial;  
- uma função afim não linear a uma recta que não contém a origem do referencial;  
- uma função de proporcionalidade inversa a uma hipérbole.  
O quadro 10 sintetiza esta informação. 
 
Quadro 10. Identificação de uma função a partir da representação gráfica. 
                                   Função 
Identificação  
da função 
Função de 
proporcionali-
dade directa 
Função afim 
não linear 
Função de 
proporcionali-
dade inversa 
Sim, directamente 
Pedro 
 Flávio 
Pedro 
 Flávio 
Pedro 
 Flávio 
 
No entanto, perante uma curva, apenas o Pedro mostra preocupação em averiguar 
se o produto das coordenadas dos pontos visíveis é constante. Para o Flávio uma curva que 
não intersecte os eixos coordenados é, necessariamente, uma hipérbole. 
Quando a situação é apresentada sob a representação simbólica, o Flávio recorrer 
sempre ao software, como aconteceu na questão 2.1. do teste 2, onde para averiguar se a 
expressão f(x) = -5x – 1 representa uma função de proporcionalidade directa, recorreu ao 
software e respondeu com base na representação gráfica. No entanto, apesar de ter noção 
do que se pretende nem sempre utiliza a terminologia adequada, como mostra a figura 50. 
 
 
Figura 50. Resposta do Flávio à questão 2.1. do teste 2. 
 
Aquando da 2.ª entrevista, em relação à expressão y = 6 referiu que “vai passar na 
horizontal lá em cima, no 6”. Portanto, percebe-se que o aluno estava a visualizar o gráfico 
da função. Em relação à expressão y = 3x, referiu que era do tipo y = kx e associou-a a uma 
função de proporcionalidade directa. Relativamente às restantes expressões foi incapaz de 
tecer qualquer consideração antes de recorrer ao software. O Pedro não tem qualquer 
dificuldade em identificar o tipo de função que está subjacente à representação simbólica, 
porque tem conhecimento do tipo de expressão correspondente a cada uma das funções 
que estudou. Quando lhe é apresentada uma expressão tenta enquadrá-la num dos tipos 
que conhece, como se pode ver pela resposta à questão 2.1. do teste 2, onde o aluno 
excluiu a hipótese da expressão f(x) = -5x – 1 representar uma função de proporcionalidade 
directa por não ser do tipo y = kx. Para além disso, ainda referiu que se tratava do tipo           
y = kx + b, como mostra a figura 51. 
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Figura 51. Resposta do Pedro à questão 2.1. do teste 2. 
 
Este à-vontade com as expressões analíticas continuou a verificar-se aquando da 2.ª 
entrevista, pois, na questão 1, o aluno identificou as funções subjacentes a cada 
representação simbólica, sem necessidade de recorrer ao software.  
O quadro 11 sintetiza esta informação. 
 
Quadro 11. Identificação de uma função a partir da representação simbólica. 
                                   Função 
Identificação  
da função 
Função de 
proporcionali-
dade directa 
Função afim 
não linear 
Função de 
proporcionali-
dade inversa 
Sim, directamente 
Pedro  
Flávio 
Pedro Pedro 
Sim, com recurso ao software  Flávio Flávio 
 
5.3.2. Determinar objectos e imagens 
 
Quando dispõem da representação verbal, quer o Flávio quer o Pedro, determinam 
objectos e imagens com base no contexto, sem necessidade de identificarem o tipo de 
função. Mas quando se trata de uma função de proporcionalidade inversa transitam, 
frequentemente, da representação verbal para a tabular, baseados no contexto e nas 
relações que, entretanto, vão descobrindo. 
O quadro 12 sintetiza esta informação. 
 
Quadro 12. Determinação de objectos e imagens a partir da representação verbal. 
                                   Função 
Determinação 
de objectos e imagens 
Função de 
proporcionali-
dade directa 
Função afim 
não linear 
Função de 
proporcionali-
dade inversa 
Sim, a partir do contexto 
Pedro  
Flávio 
Pedro  
Flávio 
 
Sim, com recurso à representação 
tabular e à co-variação de grandezas 
  Flávio 
Sim, com recurso à representação 
tabular e à invariância entre grandezas 
  Pedro 
 
O Flávio quando dispõe da representação tabular tenta encontrar uma relação dentro 
das grandezas, ou seja, usa a co-variação de grandezas. O Pedro ou usa a regra de três 
simples ou tenta encontrar uma relação entre as grandezas, ou seja, usa a invariância entre 
grandezas. O método do Pedro revela-se mais rápido e eficaz, por exemplo, na resolução 
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da questão 5.1. da 2.ª entrevista, após ter construído uma tabela com duas colunas e três 
linhas disse: “Agora vou fazer 9 vezes 5 que nos vai dar um valor e esse valor a dividir por 3 
vai dar o resultado”. O Flávio também optou por recorrer a uma tabela de duas colunas por 
quatro linhas e o primeiro raciocínio foi: “Faço o dobro dos trabalhadores e faço metade dos 
dias”. Com este cálculo o aluno obteve 10 trabalhadores para 4,5 dias, mas o pretendido era 
o número de trabalhadores para 3 dias, então continuou com a mesma estratégia e de 
seguida usou o triplo e a terça parte, tendo chegado ao resultado pretendido. Tratando-se 
da função afim não linear, tanto o Flávio como o Pedro, recorrem ao software e tentam 
encontrar um método que lhes permita encontrar os valores pretendidos, por vezes passa 
por encontrar, previamente, a expressão analítica da função. 
O quadro 13 sintetiza esta informação. 
 
Quadro 13. Determinação de objectos e imagens a partir da representação tabular. 
                                   Função 
Determinação 
de objectos e imagens 
Função de 
proporcionali-
dade directa 
Função afim 
não linear 
Função de 
proporcionali-
dade inversa 
Sim, com recurso à co-variação de 
grandezas 
Flávio  Flávio 
Sim, com recurso à invariância entre 
grandezas 
Pedro   Pedro  
Sim, com recurso à regra de 3 simples Pedro    
Sim, com recurso ao software  
Pedro  
Flávio 
 
 
Quando dispõem da representação gráfica ou determinam os valores pretendidos 
directamente pela visualização do gráfico ou recorrem às ferramentas do software. Por 
exemplo, na questão 4.3. da 2.ª entrevista o Flávio descobriu os valores pretendidos com 
base na visualização gráfica, para os casos mais simples e para os restantes casos recorreu 
às ferramentas do software, usando a expressão analítica da alínea anterior. No caso de 
não ter a expressão analítica o que este aluno faz, habitualmente, é marcar os pontos 
conhecidos no software e se se tratar de uma função afim, recorre ao método de tentativa e 
erro e tenta encontrar o ponto que tem uma das coordenadas solicitadas e que se sobrepõe 
ao segmento de recta que une os pontos visualizados. Se se tratar de uma função de 
proporcionalidade inversa, geralmente, só consegue determinar os pontos que estão visíveis 
na representação gráfica. O Pedro antes de recorrer ao software ainda tenta encontrar uma 
relação entre as grandezas, por exemplo, respondeu às questões 1.5. e 1.6. do teste 3 
através da relação c  t = 24000, que ele mesmo descobriu. 
O quadro 14 sintetiza esta informação. 
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Quadro 14. Determinação de objectos e imagens a partir da representação gráfica. 
                                   Função 
Determinação 
de objectos e imagens 
Função de 
proporcionali-
dade directa 
Função afim 
não linear 
Função de 
proporcionali-
dade inversa 
Sim, pela visualização directa 
Pedro  
Flávio 
Pedro  
Flávio 
Pedro  
Flávio 
Sim, encontrando uma relação entre as 
variáveis 
Pedro   Pedro  
Sim, recorrendo ao software 
Pedro  
Flávio 
Pedro  
Flávio 
Pedro  
 
O Flávio, quando dispõe da representação simbólica, converte-a sempre na gráfica e 
determina os valores pretendidos directamente pela visualização do gráfico ou recorrendo 
às ferramentas do software, como Cálculo e Calcular tabela. A primeira ferramenta, 
normalmente, é usada quando pretende descobrir a imagem de um determinado objecto e a 
segunda quando pretende o inverso. Recusa manipular as expressões algébricas. O Pedro 
se lhe for permitido também recorre ao software e usa os mesmos procedimentos do Flávio, 
mas, caso contrário, manuseia qualquer expressão algébrica, manifestando, por vezes, 
alguma dificuldade quando lhe é solicitado o objecto de uma determinada imagem. Nestes 
casos, geralmente, recorre ao método de tentativa e erro, atribuindo valores à variável 
independente até encontrar o valor dado da variável dependente. 
O quadro 15 sintetiza esta informação. 
 
Quadro 15. Determinação de objectos e imagens a partir da representação simbólica. 
                                   Função 
Determinação 
de objectos e imagens 
Função de 
proporcionali-
dade directa 
Função afim 
não linear 
Função de 
proporcionali-
dade inversa 
Sim, usando procedimentos algébricos Pedro Pedro  Pedro  
Sim, recorrendo ao software 
Pedro  
Flávio 
Pedro  
Flávio 
Pedro  
Flávio 
 
5.3.3. Determinar a expressão analítica 
 
O Flávio não consegue determinar a expressão analítica de uma função sem recurso 
ao software e quando tem oportunidade de recorrer ao software fá-lo pelo método de 
tentativa e erro, com base nas expressões analíticas que conhece. Geralmente, só é bem 
sucedido nas funções de proporcionalidade directa.  
O Pedro, por sua vez, com ou sem recurso ao software, determina sempre a 
expressão analítica das funções, mas a primeira preocupação é descobrir o tipo de função 
subjacente aos dados, ou seja, é perceber se a expressão é do tipo y = kx, y = kx + b ou      
y = k/x. Sendo que, para a determinação dos valores dos parâmetros k e b recorre a 
diversas estratégias, dependendo da representação apresentada. 
Quando a informação é dada através da representação verbal, o Flávio, não obtém a 
representação simbólica, apesar de conseguir transitar para a representação tabular e de a 
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partir desta, e com recurso ao software, conseguir determinar a expressão analítica, pelo 
método de tentativa e erro, principalmente quando se trata de uma função linear. No 
entanto, quando trabalha individualmente, regra geral, não consegue delinear este percurso. 
O Pedro, tratando-se de uma função de proporcionalidade directa, identifica 
facilmente a função e descobre a constante de proporcionalidade com base no contexto ou 
através da invariância entre grandezas, chegando assim à expressão analítica. Este aluno 
não apresenta qualquer dificuldade na utilização de letras que não sejam o x e o y, como se 
pode ver na figura 52. 
 
 
Figura 52. Resposta do Pedro à questão 1.4. do teste 2. 
 
Quando se trata de uma função de proporcionalidade inversa, como na questão 5.5. 
da 2.ª entrevista, o Pedro passa para a representação tabular e determina a constante de 
proporcionalidade com base na invariância entre grandezas, de seguida determina a 
expressão analítica. 
Tratando-se da função afim não linear o Pedro transita para a representação tabular 
e, geralmente, com recurso ao software e pelo método de tentativa e erro encontra a 
expressão analítica. 
O quadro 16 sintetiza esta informação. 
 
Quadro 16. Determinação da expressão analítica a partir da representação verbal. 
                                   Função 
Determinação 
da expressão analítica 
Função de 
proporcionali-
dade directa 
Função afim 
não linear 
Função de 
proporcionali-
dade inversa 
Sim Pedro   
Sim, recorrendo à representação tabular    Pedro 
Sim, recorrendo à representação tabular 
e de seguida ao software 
 Pedro  
Não Flávio Flávio Flávio 
 
Quando está perante uma representação tabular, o Flávio como só procura relações 
dentro das grandezas e não entre as grandezas, não consegue descobrir o valor da 
constante de proporcionalidade e, por conseguinte, também não consegue transitar para a 
representação simbólica, sem recorrer ao software. Tendo oportunidade de recorrer ao 
software, o aluno representa graficamente os pontos dados e pelo método de tentativa e 
erro tenta encontrar o modelo que se ajusta aos pontos. Mas, geralmente, só é bem 
sucedido nas funções de proporcionalidade directa, porque costuma experimentar 
expressões do tipo y = kx. O Pedro, pelo contrário, tem tendência para encontrar uma 
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relação entre as grandezas, e nas situações onde existe proporcionalidade este método 
permite-lhe descobrir a constante de proporcionalidade, o que facilita a transição para a 
representação simbólica. Tratando-se da função afim não linear, recorre ao software e 
baseia-se em alguns conhecimentos que tem, como o facto de b representar a ordenada na 
origem e de k indicar o declive da recta. 
O quadro 17 sintetiza esta informação. 
 
Quadro 17. Determinação da expressão analítica a partir da representação tabular. 
                                   Função 
Determinação 
da expressão analítica 
Função de 
proporcionali-
dade directa 
Função afim 
não linear 
Função de 
proporcionali-
dade inversa 
Sim Pedro  Pedro  
Sim, recorrendo ao software Flávio Pedro   
Não  Flávio Flávio 
 
Quando a situação é apresentada sob a representação gráfica, o Flávio para 
descobrir a expressão analítica recorre sempre ao software. O que o aluno faz é extrair 
alguns pontos do gráfico e introduzi-los no software, para de seguida tentar encontrar um 
modelo que se ajuste aos dados usando o método de tentativa e erro. Esse método resultou 
na 1.ª entrevista, pois descobriu a expressão analítica do gráfico que lhe foi apresentado, 
mas acabou por ser infrutífero na questão 1.4. do teste 3 e na questão 4.2. da 2.ª entrevista, 
pois o aluno desistiu antes de encontrar a expressão correcta. Na 2.ª entrevista só o 
conseguiu depois de lhe serem apresentadas as quatro hipóteses e de ter usado o software 
para confirmar cada uma delas até encontrar aquela que se ajustou perfeitamente aos 
pontos representados. 
O Pedro nas situações de proporcionalidade directa e inversa não tem dificuldade, 
porque, mesmo que não consiga visualizar a imagem do objecto 1 consegue determinar a 
constante de proporcionalidade (faz y/x e xy, respectivamente) e de seguida substitui o k 
da fórmula pelo valor encontrado. Quando se trata de uma função afim não linear descobre 
facilmente o b, porque sabe que é a ordenada na origem, e o k descobre-o por tentativas 
recorrendo ao software. 
O quadro 18 sintetiza esta informação. 
 
Quadro 18. Determinação da expressão analítica a partir da representação gráfica. 
                                   Função 
Determinação 
da expressão analítica 
Função de 
proporcionali-
dade directa 
Função afim 
não linear 
Função de 
proporcionali-
dade inversa 
Sim Pedro  Pedro  
Sim, recorrendo ao software Flávio Pedro   
Não  Flávio Flávio 
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5.3.4. Síntese 
 
Da análise dos dados apresentados é possível concluir que os dois alunos usam 
estratégias diferentes para resolver situações que envolvem as funções do tipo estudado. O 
Flávio continua a recorrer, frequentemente, ao software, contrariamente ao Pedro, que 
praticamente só necessita deste artefacto quando está perante uma função afim não linear. 
Para o Flávio a representação tabular continua a ser pouco elucidativa, necessitando de 
recorrer ao software e à representação gráfica, a fim de extrair conclusões. O Pedro, fez 
uma evolução neste sentido e perante uma tabela, passou a usar a estratégia da invariância 
de grandezas, o que para além de lhe permitir verificar se existe proporcionalidade directa 
ou inversa, em caso afirmativo, ainda lhe permite conhecer a respectiva constante de 
proporcionalidade, usando-a, por exemplo, para escrever a expressão analítica. Quando se 
trata de descobrir a expressão analítica, o Flávio, geralmente, só é bem sucedido nas 
funções lineares e, mesmo assim, com recurso ao software. O Pedro apresenta alguma 
dificuldade somente quando pretende descobrir a expressão analítica de uma função afim 
não linear, mas esta dificuldade é colmatada com recurso ao software e a uma abordagem 
exploratória. O Flávio não manipula expressões algébricas, recorrendo ao software para 
descobrir as imagens e os objectos pretendidos, enquanto o Pedro manipula expressões 
algébricas com alguma facilidade. 
No entanto, também existem algumas semelhanças entre os dois alunos, por 
exemplo, a articulação entre diferentes representações parece ser bastante valorizada por 
estes alunos, pois usaram, frequentemente, mais do que um tipo de representação, tirando 
partido do software permitir visualizar e alterar, no mesmo ambiente de trabalho, as várias 
representações. Deste modo, não ficaram limitados na sua análise por não terem presente 
uma dada representação, e colmataram as desvantagens de cada uma das representações 
com as vantagens das outras. A representação preferida destes alunos é a gráfica. 
Recorrem, frequentemente, à representação tabular, principalmente quando não se trata de 
uma função linear. Também se verifica que ambos recorrerem ao software para, com base 
numa abordagem exploratória, ultrapassarem algumas das dificuldades com que se 
deparam, nomeadamente no que respeita a encontrar a expressão analítica de uma função. 
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Capítulo 6 
 
 
Conclusão  
 
Neste capítulo apresenta-se uma síntese do estudo realizado e, atendendo aos 
resultados obtidos, procurou-se responder às questões de investigação. De seguida é 
apresentada uma reflexão sobre a presente experiência e são formuladas algumas 
recomendações. 
 
6.1. Síntese do estudo 
 
A realização deste estudo tem por base o meu interesse em estudar, no contexto de 
uma experiência de ensino no tema Funções e Gráficos, de que modo o recurso ao software 
Graph pode contribuir para a aprendizagem das funções afim e de proporcionalidade 
inversa. Com este objectivo procuro dar resposta às seguintes questões de investigação: 
 
1. Como usam os alunos o software Graph na exploração de modelos das funções afim e 
de proporcionalidade inversa? Como interpretam a situação? Como determinam objectos 
e imagens? Como determinam a expressão analítica? 
2. Que transições fazem os alunos entre representações (verbal, tabular, gráfica e 
simbólica)? Que dificuldades revelam? Que representação privilegiam?  
3. Como integram os alunos o software Graph na sua actividade matemática neste tema? 
Que dificuldades manifestam? 
 
Os participantes deste estudo são os alunos de uma turma do segundo ano de um 
CEF de Instalação e Operação de Sistemas Informáticos (com equivalência ao 9.º ano). Os 
alunos trabalharam em díades e utilizaram um computador por díade. O software utilizado 
permite que o utilizador trabalhe com distintas representações das funções, nomeadamente 
as representações numérica, tabular, gráfica e simbólica. Os alunos resolveram um conjunto 
de tarefas diversificadas em que podiam livremente recorrer ao software Graph. Foi 
seleccionada uma das díades para a realização do estudo de caso, procurando-se, por um 
lado, analisar a utilização que a díade fez do software (secção 5.2., do capítulo 5) e por 
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outro lado, compreender o desempenho individual dos alunos a partir da aplicação individual 
de instrumentos de recolha de dados (secção 5.3., do capítulo 5). 
Para responder à primeira questão do estudo recorreu-se, essencialmente, aos 
resultados da secção 5.2., uma vez que na secção 5.3. também são valorizadas estratégias 
que não passam pelo recurso ao software, e para responder às restantes questões recorreu-
se aos resultados apresentados nas secções 5.2. e 5.3..  
 
6.2. Principais conclusões 
 
De seguida, são abordadas, separadamente, as principais conclusões em cada uma 
das questões do estudo. 
 
6.2.1. Uso do software Graph na exploração dos modelos das funções em estudo 
 
Interpretar a situação/ Identificar o tipo de função  
Identificar as variáveis e averiguar a relação de dependência entre elas foi uma 
tarefa que se revelou relativamente fácil para estes alunos, em qualquer representação. O 
mesmo não se pode dizer acerca da identificação do tipo de função, mas o software teve um 
papel primordial na clarificação da situação. Inicialmente os alunos apenas reconheciam as 
propriedades das funções em estudo através da representação gráfica, pelo que, quando 
não dispunham desta representação, recorriam ao software, a fim de a obterem. Para tal, 
representavam graficamente alguns pontos da função em estudo que, caso não fossem 
fornecidos, eram obtidos com base no contexto e, por fim, tentavam enquadrar o padrão 
visualizado num dos três tipos de funções que estudaram (função linear, função afim não 
linear e função de proporcionalidade inversa). A uma função linear associavam uma linha 
recta que contém a origem do referencial; a uma função afim não linear associavam uma 
linha recta que não contém a origem do referencial; e a uma função de proporcionalidade 
inversa associavam uma hipérbole. Para uma melhor visualização da situação usavam uma 
funcionalidade do software que permite ligar dois pontos consecutivos por meio de um 
segmento de recta, pois, segundo os alunos, deste modo, ficam com uma melhor percepção 
da possível existência de uma recta que contenha os pontos representados. Com o decorrer 
da experiência de ensino, os alunos foram incorporando as propriedades das funções nas 
diferentes representações, mas a gráfica continuou a ser aquela que lhes inspirava mais 
confiança, pelo que apesar de, geralmente, conseguirem identificar o tipo de função em 
qualquer representação, ou através da conexão de duas ou mais representações, 
continuaram o utilizar o software no sentido de confirmarem as suas conjecturas, através da 
representação gráfica. 
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A partir da representação de dois pontos, estes alunos conseguem concluir se se 
trata ou não de uma situação de proporcionalidade directa. Acrescentam o ponto (0,0) e 
usando a funcionalidade do software que permite unir dois pontos consecutivos por um 
segmento de recta, verificam se os três pontos representados se encontram sobre uma linha 
recta que contém a origem do referencial. 
 
Determinar objectos e imagens 
As estratégias que estes alunos usam para determinarem objectos e imagens 
dependem da representação que lhes é apresentada e do tipo de função em estudo. O 
recurso ao software ocorre em duas situações distintas: para determinarem os valores 
pretendidos ou para os confirmarem depois de os terem obtido por outros processos. 
Quando recorrem ao software as estratégias dos alunos são idênticas, caso contrário são 
diferentes.  
Quando dispõem da representação simbólica, o Flávio recorre sempre ao software, 
porque não manipula expressões algébricas. O Pedro, apesar de manipular as expressões 
algébricas com relativa facilidade, sempre que tem oportunidade também recorre ao 
software. Assim, introduzem a expressão analítica no software e se pretenderem obter a 
imagem de um determinado objecto recorrem à opção Cálculo e após introduzirem o objecto 
a imagem surge automaticamente no ecrã. Se pretenderem descobrir o objecto de uma 
determinada imagem, por vezes, também recorrem à opção anterior e, pelo método de 
tentativa e erro, vão atribuindo valores ao objecto até obterem o valor pretendido da 
imagem, mas, geralmente, recorrem à opção Calcular tabela. Deste modo, introduzem o 
valor mínimo e máximo que pretendem para a variável independente, assim como o 
incremento desejado e ao percorrerem a tabela é possível encontrar qualquer objecto ou 
imagem, dentro dos parâmetros definidos.  
Quando a informação é dada na representação gráfica e os objectos ou imagens 
pretendidos não se encontram representados, os alunos recorrem ao software, porque 
sabem que o gráfico não se confina à parte que foi apresentada, contrariamente ao que se 
verificou com alguns dos alunos que participaram no estudo de Bieda e Nathan (2009), que 
trabalharam apenas sobre a parte do gráfico que foi apresentada, sem colocarem a hipótese 
de alterar o gráfico nem de mudar de representação. Tendo em atenção que os restantes 
alunos da turma agiram da mesma forma que os alunos que constituem o estudo de caso e 
que no estudo referido não se recorreu à tecnologia, pode-se colocar a hipótese de que o 
uso do software teve influência nesta forma de conceber os gráficos das funções em estudo 
como sendo ilimitados. Quando se trata de uma função afim, o Flávio representa alguns dos 
pontos visíveis no software e recorre ao método de tentativa e erro, tentando encontrar o 
ponto que tem uma das coordenadas solicitadas e que se sobrepõe ao segmento de recta 
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que une os pontos visualizados e quando o consegue fica a conhecer a coordenada que 
procura. O Pedro usa o método do colega ou tenta encontrar a expressão analítica da 
função. Quando se trata de uma função de proporcionalidade inversa, o Flávio, geralmente, 
não é bem sucedido, porque o método anterior não resulta. O Pedro tenta encontrar a 
expressão analítica da função, o que para este aluno não constitui grande problema. 
Quando a informação é dada na representação tabular, os alunos ou transitam para 
a representação gráfica, com recurso ao software, agindo de seguida como referido no 
parágrafo anterior, ou usam outro tipo de estratégias recorrendo ao software apenas para 
confirmar os valores obtidos. A título de curiosidade, a seguir indico as estratégias usadas 
por estes alunos, sem recurso ao software. O Flávio recorre à co-variação de grandezas, 
mesmo quando estas não têm uma relação proporcional. Esta tendência para aplicar 
métodos proporcionais em situações em que, claramente, esses métodos não se aplicam, 
também foi verificada por Dooren et al. (2005). Neste caso, o aluno só sente necessidade de 
recorrer ao software quando o valor obtido é uma dízima infinita ou quando não está de 
acordo com o esperado. O facto de o aluno não recorrer à regra de três simples, corrobora a 
opinião de Nunes, Schliemann e Carraher (1993), de que os alunos esquecem rapidamente 
o método da multiplicação cruzada, recorrendo a outros métodos que lhes fazem mais 
sentido. Para este aluno o facto de na regra de três simples figurar uma letra, já é motivo 
suficiente para não ser usada, pelo menos de forma voluntária. O Pedro não utiliza a co-
variação de grandezas, utiliza a invariância entre grandezas ou a regra de três simples. Por 
vezes, aplica esta regra em situações que não apresentam uma relação directamente 
proporcional, mas mostra alguma reflexão sobre o valor encontrado e recorre ao software 
quando considera que esta regra não faz sentido no contexto do problema. 
Quando a informação é dada na representação verbal, os alunos ou descobrem os 
objectos e as imagens pretendidas com base no contexto ou, após descobrirem alguns 
pares ordenados, recorrem ao software, a fim de obterem a representação gráfica. A partir 
daqui agem como descrito anteriormente.  
 
Determinar a expressão analítica  
Ao longo do estudo, o Flávio recorreu sempre ao software, a fim de determinar as 
expressões analíticas solicitadas, não se observando qualquer alteração no seu método. A 
representação que antecede a simbólica é sempre a gráfica e usa o método de tentativa e 
erro até encontrar o modelo que se ajusta aos dados, ou seja, até encontrar uma linha que 
se sobrepõe aos pontos que estão representados. Quando trabalha individualmente, em 
regra geral, só recorre a expressões que sejam do tipo y = kx, o que limita o seu 
desempenho. As dificuldades sentidas por este aluno, em obter as expressões analíticas 
dos diversos tipos de funções, também foram observadas por Guerreiro (2009), apesar de 
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os alunos que participaram neste estudo não terem dificuldades na manipulação algébrica, 
contrariamente ao Flávio. No entanto, nesse estudo não tiveram oportunidade de recorrer à 
tecnologia, o que poderá ter condicionado os seus desempenhos. 
O Pedro, nos casos em que se parte do gráfico e se pretende uma representação 
simbólica, no início do estudo recorria sempre ao software e usava-o como uma via de 
exploração para, com base em conhecimentos matemáticos, e por um processo 
experimental ir, sucessivamente, construindo a expressão pretendida. Os valores que 
atribuía aos parâmetros não eram completamente aleatórios, pois conhecia a influência do k 
na inclinação da recta e também tinha conhecimento de que o b correspondia à ordenada na 
origem.  
Esta tendência de usarem o software para, com base numa abordagem exploratória, 
ultrapassarem algumas dificuldades, nomeadamente no que respeita a encontrar a 
expressão analítica de uma função, não está em consonância com as conclusões 
alcançadas por Rocha (2011), onde os alunos não pareciam incentivados a fazer este uso 
da calculadora gráfica. No entanto, embora o Flávio se tenha mantido fiel a este método, o 
Pedro na fase final do estudo, praticamente só recorreu ao software para confirmar a 
expressão analítica que havia escrito, com base nos conhecimentos que tinha das 
propriedades das funções em causa. Assim, na função linear consegue passar directamente 
da representação verbal para a simbólica, mas na função de proporcionalidade inversa 
precisa de passar primeiro pela representação tabular. Quando uma situação de 
proporcionalidade inversa é apresentada por meio de uma tabela, já não necessita de 
utilizar a representação gráfica como passo intermédio entre as representações tabular e 
simbólica, pois com base na invariância de grandezas ou na imagem do objecto um, 
consegue determinar a constante de proporcionalidade e, automaticamente, tem a 
representação simbólica, recorrendo ao software apenas para confirmar a sua conjectura. 
Contudo, quando se trata de uma função afim não linear, ainda sente necessidade de 
recorrer ao software e ao método de tentativa e erro, pois, embora o b seja fácil de 
determinar, ou por ser a ordenada na origem ou por ser a taxa fixa, o k, geralmente, só é 
conseguido por um processo experimental. 
 
6.2.2. Representação das funções afim e de proporcionalidade inversa 
 
O Flávio não manifesta dificuldade em transitar da representação verbal para a 
tabular nem desta para a gráfica, mas evidencia alguma dificuldade em transitar para a 
representação simbólica e fá-lo sempre a partir da representação gráfica. No entanto, 
associa um gráfico a uma determinada expressão analítica sem dificuldade, recorrendo ao 
software. Deste modo, traduz a representação simbólica na gráfica e analisa se o gráfico 
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obtido é ou não igual ao dado. Portanto, conclui-se que o aluno faz transições entre as 
representações, embora privilegie a representação gráfica.  
O Pedro muda facilmente de uma representação para outra e se se deparar com 
alguma dificuldade essa é rapidamente colmatada pelo software. Por exemplo, quando se 
trata de uma função afim não linear, o aluno, por vezes, tem dificuldade em transitar da 
representação tabular para a simbólica, mas com recurso ao software obtém a 
representação gráfica e a partir daqui facilmente chega à representação simbólica, usando 
um método experimental. Constata-se que, para o Pedro obter a representação simbólica, 
previamente, analisa o tipo de função e conclui se está perante uma expressão do tipo         
y = kx, y = kx + b ou y = k/x (apesar da expressão analítica da função linear ser um caso 
particular da expressão analítica da função afim, estes alunos tratam-nas como sendo dois 
casos distintos) e de seguida apenas precisa de se preocupar em encontrar os valores dos 
parâmetros. Esta estratégia revelou-se muito importante para o sucesso na determinação da 
expressão analítica. Os processos que o aluno usa para descobrir os valores dos 
parâmetros são diversos e dependem do tipo de função e da forma como está representada, 
como se viu anteriormente. No entanto, tal como verificaram Gafanhoto e Canavarro (2011b) 
e Brown e Mehilos (2010) a obtenção da expressão analítica foi, em muitos casos, auxiliada 
pela construção da tabela, nomeadamente por esta forçar o estabelecimento de relações 
entre as variáveis.  
A maior dificuldade no caso do Flávio reside em encontrar a expressão analítica de 
uma função afim não linear ou de uma função de proporcionalidade inversa, isto porque 
ainda não interiorizou que para chegar à representação simbólica necessita, previamente, 
de averiguar o tipo de função que lhe está subjacente e, consequentemente, o tipo de 
expressão analítica. No caso do Pedro, a maior dificuldade reside em encontrar a expressão 
analítica de uma função afim não linear, mas esta dificuldade é colmatada com recurso ao 
software. 
As conclusões sugerem que os alunos tendem, predominantemente, a recorrer à 
representação gráfica, tal como aconteceu nos estudos realizados por Bardini et al. (2004) e 
Gafanhoto e Canavarro (2011a). Sendo que nestes estudos também se recorreu ao uso de 
tecnologia, poderá haver uma relação entre o uso de tecnologia e o recurso à representação 
gráfica. No entanto, os alunos conseguem usar eficazmente uma variedade de 
representações no seu trabalho com funções, revelando também estabelecer relações entre 
diferentes representações. Deste modo, ambos os alunos mostram fluência representacional 
(na terminologia de Bieda e Nathan (2009)), sendo esta capacidade considerada por muitos 
autores como essencial para a aprendizagem das funções (Bieda & Nathan, 2009; Duval, 
1999, citado por Pelho, 2003; Friedlander & Tabach, 2001; Ponte et al., 2009).  
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No entanto, este resultado não vai ao encontro do observado no estudo de Candeias 
(2010), onde os alunos mostraram dificuldade em relacionar as várias representações. A 
possibilidade de o Flávio e o Pedro usarem de forma autónoma o software, ao longo de toda 
a experiência de ensino, fez com que não existissem constrangimentos relativamente ao tipo 
de representação a adoptar e, para além disso, a utilização de qualquer tipo de 
representação foi agilizada pelo uso do software, assim como a utilização simultânea de 
diversas representações para a mesma situação, o que terá promovido a fluência 
representacional destes alunos. O facto de no estudo de Candeias (2010) o recurso ao 
software se ter verificado em apenas duas tarefas poderá ter sido insuficiente para 
desenvolver nos alunos a capacidade de relacionar as várias representações.  
Neste estudo ainda é possível verificar que o aluno que fez aprendizagens mais 
substanciais foi o Pedro e, curiosamente, é também este o aluno que transita de uma 
representação para qualquer outra, directamente ou utilizando apenas outra representação 
como passo intermédio. O Flávio já tem mais dificuldade em transitar directamente de uma 
representação para outra, necessitando, por vezes, de recorrer a mais do que uma 
representação até conseguir o que pretende. Por exemplo, para transitar da representação 
verbal para a simbólica, o aluno segue, sempre o seguinte percurso: representação verbal 
→ representação numérica ou tabular → representação gráfica → representação simbólica.  
 
6.2.3. Integração do software Graph na actividade matemática dos alunos 
 
A utilização do software 
Contrariamente ao que foi observado noutros estudos (Boers & Jones, 1994; 
Candeias, 2010; Rocha, 2002), onde os alunos sub-utilizaram a calculadora gráfica ou o 
software, no presente estudo os alunos recorreram ao software Graph, frequentemente, e 
em situações diversas, para: (i) interpretarem a situação; (ii) identificarem o tipo de função 
subjacente a uma representação; (iii) determinarem objectos e imagens; (iv) determinarem a 
expressão analítica; (v) obterem a representação gráfica; (vi) obterem a representação 
tabular; (vii) fazerem transições entre representações; (viii) investigarem; e (ix) confirmarem 
conjecturas. Na base desta diferença entre os estudos, podem estar diversas razões, como 
a confiança dos alunos no seu desempenho matemático, o tipo de tecnologia utilizada e a 
experiência que têm com essa tecnologia, nomeadamente o conhecimento que têm das 
suas potencialidades. 
O software foi importante para a actividade matemática dos alunos, mas no caso do 
Flávio teve um papel primordial, pois, como tem dificuldades com as expressões algébricas, 
permitiu-lhe resolver problemas utilizando estratégias gráficas e, para além disso, o aluno 
fez progressos na determinação de expressões analíticas, assim como na associação 
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destas a outras representações, à semelhança do que aconteceu no estudo de Bardini et al. 
(2004). 
A relação dos alunos com o software não foi sempre a mesma ao longo do estudo. 
Inicialmente evitaram recorrer ao software e houve situações em que se mostraram cépticos 
em relação ao potencial do mesmo. Mas, com o passar do tempo foram conhecendo as 
potencialidades do software e verificaram que, por vezes, era útil e permitia-lhes resolver, 
num tempo relativamente curto, tarefas com um grau de dificuldade considerável, pelo que 
passaram a usá-lo regularmente. No entanto, era notório que nos momentos de avaliação o 
Pedro evitava recorrer ao mesmo e sentia necessidade de dizer “Eu não precisei de usar o 
Graph” ou “Eu quase não usei o Graph”. Em relação ao Flávio não se verificou este tipo de 
constrangimentos, mas trata-se de um aluno que não deposita muita confiança na sua 
competência matemática. O Pedro passou ainda por uma terceira fase, no final do estudo, 
onde praticamente só usou o software para confirmar resultados ou conjecturas, pois já 
tinha adquirido as ferramentas necessárias para resolver as tarefas propostas sem 
necessidade de recorrer a este artefacto. Esta conclusão vai ao encontro do que foi 
detectado por Rocha (2002), onde os alunos considerados fracos ou médios fazem um uso 
ilimitado da calculadora gráfica, enquanto que os que apresentam um maior grau de 
confiança na disciplina deixam transparecer uma maior preocupação quanto ao uso que 
fazem desta tecnologia. 
 
As dificuldades manifestadas 
Um dos obstáculos sentidos pelos alunos aquando do uso do software Graph 
prende-se com, a dificuldade, que é visível, numa fase inicial, em recordar o ícone que 
permite aceder a uma determinada ferramenta que pretendiam utilizar. Mas, tal como 
verificaram Ruthven (1996) e Rocha (2002), após um período de tempo relativamente curto, 
os alunos passaram a fazer uma utilização confiante desta tecnologia. 
A maior dificuldade no que se refere à utilização do software e que é comum aos 
dois alunos, ao longo do estudo, reside em encontrar a escala adequada para a visualização 
de uma determinada representação gráfica. No entanto, as tentativas que os alunos fazem 
não estão desprovidas de sentido, baseando-se no contexto da situação apresentada e no 
conhecimento que têm de situações anteriores. Encontrar o valor mínimo e máximo para 
cada um dos eixos coordenados é relativamente fácil, porque os alunos baseiam-se na 
representação tabular e/ou no contexto do problema, mas encontrar um bom intervalo entre 
os valores marcados nos eixos é uma tarefa que se revelou difícil para ambos, 
principalmente quando esse intervalo implica alterar o valor mínimo dos eixos já definidos 
com base no contexto, pois os alunos raramente percebem que necessitam de fazer essa 
alteração e o facto de assumirem que o problema se encontra exclusivamente no intervalo, 
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leva a que não consigam encontrar uma boa janela de visualização sem recurso ao zoom. O 
zoom também é utilizado quando pretendem, de uma forma rápida, perceber o que acontece 
para além da janela de visualização. É habitual não ficarem, totalmente, satisfeitos com o 
resultado obtido com o zoom e nesse caso, recorrem à ferramenta Alterar eixos, para 
fazerem as modificações que consideram necessárias. O recurso ao zoom foi sendo cada 
vez mais frequente. No entanto, contrariamente ao que se registou no estudo de Rocha 
(2001), mas indo de encontro ao observado por Azevedo (2009), os alunos manifestam 
preocupação em encontrar uma janela de visualização que lhes permita visualizar o gráfico 
da forma que pretendem, parecendo mostrar-se sensibilizados para a importância da 
escolha da janela de visualização. Esta diferença pode estar relacionada com o uso de um 
software, uma vez que no estudo de Rocha foi utilizada uma calculadora gráfica, cuja área 
de visualização é muito inferior à proporcionada pelo computador e, para além disso, a 
numeração dos eixos não é visível. 
 
6.3. Reflexão sobre a experiência 
 
A concretização deste estudo foi um desafio muito importante, para mim, em termos 
pessoais e profissionais: em primeiro lugar, pela necessidade que suscitou de uma revisão 
aprofundada da literatura em várias vertentes (conceito de função e de proporcionalidade, 
aprendizagem das funções, papel das representações na aprendizagem das funções e 
tecnologia na aprendizagem da Matemática), e em segundo lugar, pelo esforço de 
organização e empenho que a concepção e concretização no terreno de um projecto desta 
natureza requer, principalmente quando é conciliada com o exercício de uma actividade 
profissional.   
A maior dificuldade que senti durante a realização deste estudo está relacionada 
com o elevado número de dados recolhidos e a complexidade do processo de análise dos 
mesmos, nomeadamente a definição das categorias de análise e a inclusão dos dados 
nessas categorias, uma vez que dada a complexidade do tema todas as categorias estão 
interligadas, sendo difícil limitar o conteúdo, exclusivamente, ao que se pretende naquele 
momento. 
Analisando o percurso que desenvolvi ao longo do estudo é possível destacar alguns 
aspectos que influenciaram positivamente o meu desempenho enquanto professora: (i) a 
concepção/organização ponderada das tarefas levou-me a que passasse a dar mais 
importância a esta fase e aos pequenos pormenores; (ii) a preocupação acrescida com as 
resoluções dos alunos e as estratégias usadas fez com que dinamizasse os momentos de 
discussão de uma forma mais proveitosa, destacando as estratégias usadas, assim como os 
pontos fortes das melhores respostas; e (iii) a preocupação em não dar demasiadas pistas 
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aos alunos, fez com que estes se tornassem mais autónomos e com que dialogassem mais 
entre si e reflectissem mais, o que contribuiu para um conhecimento mais sólido.  
A reflexão que realizei permitiu-me identificar aspectos que procurarei melhorar, já 
no próximo ano lectivo, quando leccionar este tema à turma que estará no segundo ano do 
curso, nomeadamente recorrer a situações de proporcionalidade directa e inversa onde uma 
das variáveis tome valores positivos e a outra negativos, para os alunos não ficarem com a 
ideia errada de que numa situação de proporcionalidade directa quando uma variável 
aumenta a outra também aumenta e numa situação de proporcionalidade inversa quando 
uma variável aumenta a outra diminui. Outro aspecto a ter em atenção prende-se com a 
tarefa 1, uma vez que senti, por parte de um número significativo de alunos, uma grande 
dificuldade na sua resolução. Provavelmente, por não se ter feito qualquer leitura inicial do 
enunciado, deixando a interpretação da tarefa a cargo dos alunos, o que dada a sua 
reduzida autonomia e a sua dificuldade na interpretação de enunciados gerou um 
sentimento de insegurança e incapacidade. Contudo, convém referir que na resolução da 
tarefa 2, apesar de também se tratar de uma tarefa de investigação e de ter sido seguida a 
mesma metodologia, os alunos mostraram-se mais confiantes, presumivelmente por já se 
ter feito a discussão da tarefa 1. O enunciado da tarefa 10 suscitou alguns comentários, por 
parte de um aluno, alegando que a taxação é feita ao segundo e não ao minuto, o que faz 
todo o sentido quer do ponto de vista matemático quer do que se pretende com a tarefa, 
pelo que em utilizações futuras ao enunciado da tarefa será acrescentada uma nota com o 
seguinte conteúdo: “As chamadas são taxadas ao impulso, tendo o primeiro impulso a 
duração de 60 segundos e os impulsos seguintes a duração de 1 segundo, com o 
consequente fraccionamento do preço do minuto”. 
Apercebi-me também que os alunos que habitualmente tinham uma postura mais 
passiva, participaram activamente na resolução das tarefas propostas, tendo contribuído de 
forma positiva com as suas estratégias e conjecturas quer para o desempenho da díade 
quer para os momentos de discussão, e esta atitude promoveu-lhes a auto-estima e a 
autoconfiança, o que se continuou a revelar nos conteúdos leccionados a seguir.  
Já desde o meu tempo de estudante que considero o trabalho em díade muito 
importante para ambos os alunos, essa convicção foi crescendo com a experiência 
enquanto professora e com este estudo fiquei rendida à perspectiva sócio-cultural, porque 
as interacções entre os alunos foram extremamente ricas e contribuíram para a formulação 
e o teste de conjecturas, promovendo o envolvimento na actividade. No entanto, tenho 
consciência de que as díades têm de ser pensadas com cuidado e mesmo assim é provável 
que sofram reformulações ao longo do ano lectivo, porque é imprescindível que os dois 
alunos tenham um bom relacionamento e que respeitam o ritmo do colega e as suas 
estratégias de trabalho.  
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A minha experiência com o software Graph, permitiu-me pensar nas tarefas de forma 
a integrar as potencialidades desta ferramenta na actividade matemática dos alunos, assim 
como esclarecer as dúvidas/incertezas que surgiram relacionadas com a sua utilização, o 
que no meu entender contribuiu para a adesão de todos os elementos da turma ao software. 
Os alunos com mais dificuldades nos procedimentos algébricos não prescindiram desta 
ferramenta e contornaram este obstáculo com recurso a estratégias gráficas. O software 
Graph incentivou a formulação de conjecturas e a exploração e permitiu a confrontação 
constante das várias formas de representar funções, o que parece ter contribuído para uma 
melhor compreensão das funções e das suas propriedades, atendendo a que apesar da 2.ª 
entrevista ter sido realizada após uma pausa nas actividades lectivas, revelou que os alunos 
ainda tinham presentes os conhecimentos adquiridos aquando da experiência de ensino. 
Este resultado vai ao encontro do que foi identificado por Guttenberger (1992, referido por 
Domingos, 1994) num estudo sobre a aprendizagem das funções trigonométricas com 
recurso ao computador, onde concluiu que os alunos que utilizavam o computador retinham 
os conceitos por um período maior de tempo. No entanto, convém realçar que a 
compreensão dos conceitos fundamentais é um processo lento, pelo que não se pode 
esperar que o estudo das funções se complete em três meses.  
 
6.4. Implicações e recomendações 
 
Embora os resultados deste estudo não sejam generalizáveis, contribuem para o 
aumento do conhecimento sobre a aprendizagem das funções com recurso à tecnologia, 
principalmente daqueles alunos que têm um historial de insucesso escolar, sendo, por isso, 
relevante para os professores de Matemática. O estudo sugere a necessidade de uma 
abordagem das Funções, no 3.º ciclo, que envolva a utilização das representações: verbal, 
numérica, tabular, gráfica e simbólica, e sobretudo que enfatize as transições entre elas, o 
que é facilitado com o recurso a um software adequado e a tarefas de natureza problemática 
e investigativa. 
As dificuldades sentidas, por estes alunos, na transição entre a representação 
tabular e a simbólica, assim como na utilização desta última, sugerem a necessidade de se 
alterar o trabalho desenvolvido com estas representações, possivelmente, incentivando a 
manipulação das expressões algébricas, já que alguns alunos não o fazem por iniciativa 
própria, e dando uma maior importância ao trabalho com tabelas desde os níveis iniciais. 
Assim, será importante apoiar os alunos na transição entre um tipo de pensamento 
recursivo, baseado na co-variação (que, geralmente, é mais intuitivo para os alunos), e o 
pensamento funcional, baseado na correspondência existente entre grandezas (invariância 
entre grandezas). A relevância da transição entre estes dois tipos de pensamento é referida 
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por Driscoll (1999) e Smith (2003) e o primeiro aponta mesmo algumas estratégias que o 
professor pode utilizar no sentido de apoiar os alunos na explicitação da relação funcional 
em causa, mas na minha opinião e dada a importância que deposito na transição entre 
estes dois tipos de pensamento, creio que se deveria dar um relevo maior a esta área, 
nomeadamente ao seu estudo no terreno. Dada a importância da representação simbólica, 
também será de toda a conveniência que surjam novas investigações neste âmbito, que 
permitam definir estratégias adequadas de actuação, no sentido de promover a 
compreensão dos procedimentos inerentes à manipulação destas expressões por parte dos 
alunos. 
Este estudo também sugere que a tarefa de transitar de uma dada representação 
para a representação simbólica é facilitada quando os alunos identificam, previamente, o 
tipo de função e a sua expressão geral, porque a partir daí os esforços são concentrados em 
encontrar os valores correctos dos parâmetros. Portanto, considero que os alunos devem 
ser incentivados a interiorizar os tipos de expressões analíticas que estudaram e antes de 
começarem a escrever a expressão analítica de uma função, devem ser estimulados a 
reflectir sobre o tipo de função que se adequa à situação em estudo. 
No que se refere ao uso do software, encontrar uma escala adequada para a 
situação em estudo não é uma tarefa fácil, para a maioria dos alunos, mas é essencial para 
uma boa interpretação da situação, pelo que considero que o professor tem um papel 
importante neste âmbito. Assim, sugiro que, seja feito um trabalho intencional em torno da 
exploração de várias escalas. Por exemplo, poderá ser apresentada uma situação com 
várias escalas diferentes para os alunos analisarem as diferenças entre elas e a influência 
de cada um dos seus constituintes no resultado final, para uma melhor discussão e 
compreensão deve ser usado o projector.  
Na minha opinião, o recurso a este software foi uma mais-valia para o envolvimento 
dos alunos nas tarefas propostas e, por conseguinte, para a aprendizagem das funções. No 
entanto, ao contrário do que seria expectável, demoram algum tempo até integrarem o 
software na sua actividade matemática de forma voluntária. Isto acontecerá, certamente, 
com outros alunos e neste estudo percebi que o papel do professor, neste aspecto, é, mais 
uma vez, muito importante, porque as tarefas a serem resolvidas com recurso ao software 
têm de ser pensadas com um cuidado acrescido e de modo que os alunos sintam que este 
artefacto foi útil e não um obstáculo. Para promover a utilização do software, nos momentos 
de discussão das tarefas o professor também pode mostrar uma resolução recorrendo a 
esta ferramenta, da autoria de alguns alunos da turma ou não, evidenciando assim as suas 
potencialidades.  
Conseguir uma utilização deste software, ou de outro similar, que tire todo o partido 
possível das suas potencialidades, será certamente um contributo importante para o ensino 
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e aprendizagem das funções, mas neste estudo procurou-se, essencialmente, fazer uma 
caracterização dessa utilização. Importa agora ir mais longe e procurar compreender 
meticulosamente os factores que, de algum modo, influenciam essa utilização, a fim de se 
alcançar uma efectiva integração desta tecnologia na actividade matemática dos alunos. 
Na minha opinião, fala-se muito de insucesso escolar, mas os alunos que 
apresentam um insucesso de tal forma grave que são avaliados com nível 1, acabam por 
ser esquecidos e até excluídos do processo de ensino-aprendizagem. Pelo que, do meu 
ponto de vista, fazem falta na educação matemática em Portugal, mais estudos 
desenvolvidos no terreno com alunos que tenham um historial de insucesso na disciplina de 
Matemática. É essencial que se encontrem estratégias e que sejam divulgadas por todos os 
professores de Matemática, de modo a ajudar estes alunos, que dia após dia vão 
construindo uma opinião extremamente negativa acerca da Matemática.  
Para concluir, espero que este trabalho de investigação contribua para se começar a 
desmistificar a ideia negativa que, de uma forma global, existe acerca dos Cursos de 
Educação e Formação e que incentive outros professores a investigar de que modo o 
recurso a software didáctico, na sala de aula, pode facilitar o envolvimento dos alunos nas 
tarefas propostas e, por conseguinte, promover significativamente as suas aprendizagens. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 142 
 
 
 
 143 
Referências 
 
Abrantes, P., Serrazina, L., & Oliveira, I. (1999). A Matemática na Educação Básica. Lisboa: Ministério 
da Educação, Departamento da Educação Básica. 
 
Andrade, M. J., & Oliveira, H. (2008). Uma boa janela de visualização? Sim, obrigada! In A. P. 
Canavarro, D. Moreira, & M. I. Rocha (Eds.), Tecnologias e Educação Matemática (pp. 241-
249). Lisboa: Secção de Educação Matemática da Sociedade Portuguesa de Ciências da 
Educação. 
 
Andrade, J. M., & Saraiva, M. J. (2011). Múltiplas representações: um contributo para a aprendizagem 
do conceito de função. (acedido a 16 de Janeiro de 2011, de 
http://meduc.fc.ul.pt/course/view.php?id=452) 
 
Akgun, L., & Ozdemir M. E. (2006). Students’ understanding of the variable as general number and 
unknown: a case study. The Teaching of Mathematics, IX, 45-51. (acedido de 
http://elib.mi.sanu.ac.rs/files/journals/tm/16/tm915.pdf a 28 de Dezembro de 2010) 
 
Almiro, J. (2004). Materiais manipuláveis e tecnologia na aula de Matemática. In GTI (Org.), O 
professor e o desenvolvimento curricular (pp. 275-307). Lisboa: Associação de Professores de 
Matemática. 
 
APM (1988). Renovação do currículo de Matemática – Seminário de Vila Nova de Milfontes. Lisboa: 
APM. (a edição utilizada, foi a edição comemorativa, editada em 2009) 
 
Araújo, E., & Lopes, J. (2000). Proporcionalidade: Um conceito a ser melhor trabalhado. In Actas do 
ProfMat 2000 (pp. 248-255). Lisboa: APM. 
 
Arcavi, A. (1999). The role of visual representations in the learning of mathematics. (acedido a 22 de 
Dezembro de 2010, de http://www.clab.edc.uoc.gr/aestit/4th/PDF/26.pdf) 
 
Azevedo, A. B. G. (2009). O desenvolvimento do raciocínio matemático na aprendizagem de funções. 
(Tese de mestrado, Universidade de Lisboa). Lisboa: APM. 
 
Bandarra, L. M. S. (2006). Tarefas de investigação, novas tecnologias e conexões e a aprendizagem 
de conteúdos algébricos no 8.º ano. (Tese de mestrado, Universidade de Lisboa). Lisboa: APM. 
 
Bardini, C., Pierce, R. U., & Stacey, K. (2004). Teaching linear functions in context with graphics 
calculators: Students’ responses and the impact of the approach on their use of algebraic 
symbols. International Journal of Science and Mathematics Education, 2, 353-376.  
 
Behr, M., Harel, G., Post, T., & Lesh, R. (1992). Rational number, ratio and proportion. In D. Grouws 
(Ed.), Handbook of Research on Mathematics Teaching and Learning (pp. 296-333). NY: 
Macmillan Publishing. (acedido a 9 de Janeiro de 2011, de 
          http://www.cehd.umn.edu/rationalnumberproject/92_1.html) 
 
Bieda, K., & Nathan, M. (2009). Representational disfluency in algebra: evidence from student 
gestures and speech. International Journal of Science and Mathematics Education, 41, 637-650.  
 
Bogdan, R., & Biklen, S. (1994). Investigação qualitativa em educação: uma introdução à teoria e aos 
métodos. Porto: Porto Editora. 
 
Brocardo, J. (2001). As investigações na aula de matemática: um projecto curricular no 8.º ano. (Tese 
de doutoramento, Universidade de Lisboa). Lisboa: APM. 
 
Broman, P. (1996). Possibilities and fears. In P. Gómez, & B. Waits (Eds.), Roles of Calculators in the 
Classroom (pp.15-20). (acedido a 20 de Dezembro de 2010, de 
          http://ued.uniandes.edu.co/servidor/em/recinf/tg18/Base/Abstracts-1.html) 
 144 
 
Brown, S. A., & Mehilos, M. (2010). Using tables to Bridge Arithmetic and Algebra. Mathematics 
Teaching in the Middle School, 15(9), 532-538. 
 
Burrill, G. (2005). Teaching and learning mathematics using handheld graphing technology. (acedido 
de http://www.icme-organisers.dk/tsg15/Burrill.pdf a 24 de Junho de 2010) 
 
Canavarro, A. P. (1994). Computador na Educação Matemática: Instrumento para entusiasmar, para 
facilitar ou para possibilitar? In Actas do ProfMat 1994 (pp. 73-81). Lisboa: APM. 
 
Candeias, A. F. F. (2010). Aprendizagem das funções no 8.º ano com o auxílio do software 
GeoGebra. (Tese de mestrado, Instituto de Educação da Universidade de Lisboa).  
 
Carvalho, C., & César, M. (1999). Interacções sociais: Que mitos? Que realidades? In Actas do 
ProfMat 1999 (pp. 329-334). Lisboa: APM. 
 
Cavanagh, M. (2005). Working mathematically: The role of graphics calculators. In M. Coupland, J. 
Anderson, & T. Spencer (Eds.), Making mathematics vital: Proceedings of the 20th biennial 
conference of the Australian Association of Mathematics Teachers (pp. 80-86). Adelaide: 
Australian Association of Mathematics Teachers.  
 
César, M. (1998). Investigação contextualizada, interacções entre pares e matemática. In A. Azevedo, 
A. Domingos, C. Almeida, E. Palma, M. Azevedo, & M. da P. Salgado (Eds.), Actas do VIII 
SIEM (pp. 7-33). Lisboa: APM. 
 
César, M. (2000). Interagir para aprender: A escola inclusiva e as práticas pedagógicas em 
matemática. In Actas do ProfMat 2000 (pp. 145-158). Universidade da Madeira: APM. 
 
Christiansen, B., & Walther, G. (1986). Tarefa e actividade. (acedido a 20 de Novembro de 2010 de 
http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/jponte/fdm/textos/christiansen-walther%2086.pdf) 
 
Cohen, L., Manion, L., & Morrison, K. (2000). Research methods in education. Londres: Routledge & 
Falmer. 
 
Cordeiro, M. H., & Floriani, E. F. (2005). Análise da eficácia das estratégias de resolução de 
problemas de proporcionalidade. (acedido a 9 de Janeiro de 2011, de 
http://www.pucpr.br/eventos/educere/educere2005/anaisEvento/documentos/painel/TCCI197.pd
f) 
 
Coulombe, W. N., & Berenson S. B. (2001). Representations of patterns and functions: tools for 
learning. In A. Cuoco (Ed.), The roles of representation in school mathematics (pp. 166-172). 
Reston, VA: National Council of Teachers of Mathematics.  
 
Cramer, K., Post, T., & Currier, S. (1993). Learning and Teaching Ratio and Proportion: Research 
Implications. In D. Owens (Ed.), Research Ideas For the Classroom (pp. 159-178). NY: 
Macmillan Publishing Company. (acedido a 16 de Janeiro de 2011, de 
http://www.cehd.umn.edu/rationalnumberproject/93_4.html#top) 
 
Dall’Anese, C. (2000). Conceito de derivada: uma proposta para seu ensino e aprendizagem. (Tese 
de mestrado, Pontifícia Universidade Católica de São Paulo, retirada de 
http://www.pucsp.br/pos/edmat/ma/dissertacao/claudio_dall%27anese.pdf em 30 de Dezembro 
de 2010) 
 
Demana, F., & Waits, B. (1990). The role of technology in teaching mathematics. Mathematics 
Teacher, 83(1), 27-31. 
 
Denzin, N. K., & Lincoln, Y. S. (2006). O planejamento da pesquisa qualitativa – teorias e abordagens 
(2.ª edição). Tradução de Sandra Regina Netz. São Paulo: Artmed Editora S.A. 
 
Diário da República (2004). Despacho conjunto n.º 453/2004. II Série, n.º 175, p.11 297. 
 145 
 
Domingos, A. M. (1994). A aprendizagem de funções num ambiente computacional com recurso a 
diferentes representações. (Tese de mestrado, Universidade Nova de Lisboa). Lisboa: APM. 
 
Dooren, W., De Bock, D., Hessels, A., Janssens, D., & Verschaffel, L. (2005). Not everything is 
proportional: Effects of age and problem type on propensities for overgeneralization. Cognition 
and Instruction, 23(1), 57-86.  
 
Driscoll, M. (1999). Fostering algebraic thinking: A guide for teachers, grades 6-10. Portsmouth: 
Heinemann. 
 
Duval, R. (2004). Semiosis y pensamiento humano. Registros semioticos y Aprendizajes 
Intelectuales. Cali, Colombia: Merlín. 
 
Elia, I. (2006). Relations between secondary pupils’ conceptions about functions and problem solving 
in different representations. (acedido a 20 de Outubro de 2010, de 
http://www.springerlink.com/content/xqu7p752m8552434/) 
 
English, L. D., & Halford, G. S. (1995). Mathematics Education Models and Processes. Mahwah, NJ: 
Lawrence Erlbaum Associates. (acedido a 9 de Janeiro de 2011, de 
http://www.questia.com/PM.qst?a=o&d=28556860) 
 
Erickson, F. (1986). Qualitative methods in research on teaching. In M. C. Wittroch (Ed.), Handbook of 
research on teaching (pp. 119-161). New York, NY: Macmillan. 
 
Ernest, P. (1991). The Philosophy of Mathematics Education - Studies in Mathematics Education. 
London: The Falmer Press.  
 
Even, R. (1998). Factors involved in linking representations of functions. Journal of Mathematical 
Behavior, 17(1), 105-121. 
 
Fernandes, D. (1991). Notas sobre os paradigmas de investigação em educação. Noesis, 18, 64-66.  
 
Fernandes, E. (1997). O trabalho cooperativo num contexto de sala de aula. Análise Psicológica, 
4(XV), 563-572 
 
Fino, C. N. (2001). Vygotsky e a Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP): três implicações 
pedagógicas. Revista Portuguesa de Educação, 14(2), 273-291. 
 
Fiorentini, D., & Lorenzato, S. (2006). Investigação em educação matemática: percursos teóricos e 
metodológicos. Campinas, SP: Autores Associados. 
 
Friedlander, A., & Tabach, M. (2001). Promoting multiple representations in algebra. In A. Cuoco 
(Ed.), The roles of representation in school mathematics (pp. 173-185). Reston, VA: NCTM. 
(acedido a 31 de Dezembro de 2010, de  
http://stwww.weizmann.ac.il/department40/publications/Alex/Friedlander%20NCTM%20YBK.pdf 
 
Gafanhoto, A., & Canavarro, A. (2011a). Representações múltiplas de funções em ambiente com 
GeoGebra: um estudo sobre o seu uso por alunos de 9.º ano. (acedido a 22 de Junho de 2011, 
de http://cmup.fc.up.pt/cmup/eiem/grupos/documents/8.Gafanhoto%20e%20Canavarro.pdf) 
 
Gafanhoto, A. P., & Canavarro, A. P. (2011b). Utilização e conciliação de diversas representações 
das funções em sala de aula. In Actas do XXII Seminário de Investigação em Educação 
Matemática, Simpósio 1 (pp. 1-15). (Formato digital). 
 
Garcia, A., Martínez, A., & Miñano, R. (1995). Nuevas Tecnologías y Enseñanza de las Matemáticas. 
(1.ª edição). Madrid: Editorial Síntesis. 
 
Guerreiro, L. A. S. R. (2009). O papel das representações algébricas na aprendizagem das funções. 
(Tese de mestrado, Universidade de Lisboa) 
 146 
 
Kieran, C. (2006). Research on the learning and teaching of algebra: A broadening of sources of 
meaning. In A. Gutiérrez, & P. Boero (Eds.), Handbook of research on the psychology of 
mathematics education (pp. 11-50). Rotterdam: Sense.  
 
Kissane, B. (2000). Technology and the curriculum: the case of the graphics calculator. In M. O. J. 
Thomas (Ed.), Proceedings of Time 2000: An international conference on technology in 
mathematics education (pp. 60-71). Auckland, New Zealand. 
 
Lamon, S. (1993). Ratio and proportion: Connecting and children’s thinking. Journal for Research in 
Mathematics Education, 24, 41-61. 
 
Lança, C., & Canavarro, A. P. (2008). O recurso a sensores e calculadoras gráficas no emergir da 
proporcionalidade inversa com alunos de 9.º ano: Papel e potencialidades. In A. P. Canavarro, 
D. Moreira, & M. I. Rocha (Eds.), Tecnologias e Educação Matemática (pp. 210-223). Lisboa: 
SPCE / SEM. 
 
Leinhardt, G., Zaslavsky, O., & Stein, M. (1990). Functions, graphs, and graphing: tasks, learning, and 
teaching. Review of Educational Research, 60(1),1-64. 
 
Lesh, R., Post, T., & Behr, M. (1988). Proportional Reasoning. In J. Hiebert, & M. Behr (Eds.), Number 
Concepts and Operations in the Middle Grades (pp. 93-118). Reston, VA: Lawrence Erlbaum & 
NCTM. (acedido a 9 de Janeiro de 2011, de 
http://www.cehd.umn.edu/rationalnumberproject/88_8.html) 
 
Lessard-Hébert, M., Goyette, G., & Boutin, G. (2008). Investigação qualitativa: fundamentos e 
práticas. Lisboa: Instituto Piaget. 
 
Lima, E. L. (1992). Curso de análise, 1. Rio de Janeiro: Projeto Euclides. 
 
Matos, A. (2007). Explorando relações funcionais no 8.º ano. (Tese de mestrado, Universidade de 
Lisboa). Lisboa: APM. 
 
ME (2002). Pisa 2002 – Conceitos fundamentais em jogo na avaliação de literacia matemática e 
competências dos alunos portugueses. Lisboa: ME / GAVE. 
 
ME (2004). Resultados do estudo internacional PISA 2003. Lisboa: ME / GAVE. 
 
ME (2005). Programa de Matemática Aplicada – Cursos de Educação e Formação. Lisboa: ME / 
Direcção-Geral de Formação Vocacional. 
 
ME (2007). Programa de Matemática do Ensino Básico. Lisboa: ME / Direcção Geral de Inovação e 
Desenvolvimento Curricular. 
 
Mendes, A. J., Silveira, B., Duarte, I, Almiro, J., Cavaleiro, J., Reis, L., & Lagido, M. T. (2002). 
Funções no 3.º ciclo com tecnologia. Lisboa: APM. 
 
Nasser, L. (2006). Ajudando a superar obstáculos na aprendizagem de cálculo. (acedido a 5 de 
Dezembro de 2010, de 
          http://www.sbem.com.br/files/ix_enem/Mesa/Artigo%20Lilian%20MR13.doc) 
 
NCTM (2008). Princípios e normas para a Matemática escolar. 2.ª edição. Lisboa: APM (Publicado 
originalmente em inglês em 2000) 
 
Oliveira, O., & César, M. (1999). O professor do ano 2000: A importância das interacções na sala de 
aula de Matemática. In Actas do ProfMat 1999, 323-328. Portimão: APM. 
 
Oliveira, H., & Domingos, A. (2008). Software no ensino e aprendizagem da matemática: algumas 
ideias para discussão. In A. P. Canavarro, D. Moreira, & M. I. Rocha (Eds.), Tecnologias e 
Educação Matemática (pp. 279-285). Lisboa: SPCE / SEM.  
 147 
Pelho, E. B. B. (2003). Introdução ao conceito de função: a importância da compreensão das 
variáveis. (Tese de mestrado, Pontifícia Universidade Católica de São Paulo, acedida de  
http://www.pucsp.br/pos/edmat/ma/dissertacao/edelweiss_pelho.pdf a 30 de Dezembro de 
2010) 
 
Pereira, M. (2004). As Investigações Matemáticas no Ensino-Aprendizagem das Sucessões – Uma 
experiência com alunos do 11.º ano de escolaridade. (Tese de mestrado, Universidade da Beira 
Interior). Lisboa: APM. 
 
Pires, M. (2001). A diversificação de tarefas em Matemática no Ensino Secundário: Um projecto de 
investigação-acção. (Tese de mestrado, Universidade de Lisboa). Lisboa: APM. 
 
Ponte, J. P. (1990). O conceito de função no currículo de Matemática. Educação e Matemática, 15, 3-
9.  
 
Ponte, J. P. (1992). The history of the concept of function and some educational implications. The 
Mathematics Educator, 3(2), 3-8. (acedido a 2 de Junho de 2010, de 
          http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/jponte/ind_uk.htm) 
 
Ponte, J. P. (1994). Matemática: Uma disciplina condenada ao insucesso? NOESIS, 31, 24-26.  
 
Ponte, J. P. (1995). Novas tecnologias na aula de Matemática. Educação e Matemática, 34, 2-7.  
 
Ponte, J. P. (2002). Investigar a nossa própria prática. In GTI (Ed.), Reflectir e investigar sobre a 
prática profissional (pp. 5-28). Lisboa: APM. 
 
Ponte, J. P. (2005). Gestão curricular em Matemática. In GTI (Ed.), O professor e o desenvolvimento 
Curricular (pp. 11-34). Lisboa: APM 
 
Ponte, J. P. (2006). Números e álgebra no currículo escolar. In I. Vale, T. Pimentel, A. Barbosa, A. 
Fonseca, L. Santos, & P. Canavarro (Eds.), Números e Álgebra na aprendizagem da 
Matemática e na formação de professores (pp. 5-27). Lisboa: SEM-SPCE. 
 
Ponte, J.P., Branco, N., & Matos, A. (2009). Álgebra no Ensino Básico. Lisboa: ME – DGIDC. 
(acedido a 23 de Fevereiro de 2010 de http://area.dgidc.min-
edu.pt/materiais_NPMEB/003_Brochura_Algebra_NPMEB_%28Set2009%29.pdf) 
 
Ponte, J. P., Brocardo, J., & Oliveira, H. (2003). Investigações Matemáticas na Sala de Aula. Belo 
Horizonte: Autêntica. 
 
Ponte, J. P., Oliveira, H., Segurado, I., & Cunha, H. (1998). Histórias de investigações matemáticas. 
Lisboa: Instituto de inovação Educacional. 
 
Ponte, J. P., Silvestre, A. I., Garcia, C., & Costa, S. (2010). O desenvolvimento do conceito de 
proporcionalidade directa pela exploração de regularidades. Projecto IMLNA Promover a 
Aprendizagem Matemática em Números e Álgebra. (acedido a 16 de Janeiro de 2011, de 
http://www.apm.pt/files/_Materiais_Proporcionalidade__%28IMLNA%29_4cfc0dcb29b46.pdf) 
 
Portal da Educação (2006). Novas oportunidades para a conclusão do Ensino Básico. (acedido de 
http://www.min-edu.pt/np3/177.html a 24 de Abril de 2010) 
 
Post, T., Behr, M., & Lesh, R. (1988). Proportionality and the development of pre-algebra 
understandings. In A. Coxford, & A. Shulte (Eds.) The Idea of Algebra K-12: Yearbook National 
Council of Teachers of Mathematics (pp. 78-90). Reston, VA: NCTM. (acedido de 
http://www.cehd.umn.edu/rationalnumberproject/88_10.html a 16 de Janeiro de 2011) 
 
Post, T., Cramer, K., Harel, G., Kiernen, T., & Lesh, R. (1998). Research on rational number, ratio and 
proportionality. Proceedings of the Twentieth Annual Meeting of the North American Chapter of 
the International Group for the Psychology of Mathematics Education, PME-NA, XX(I) (pp. 89-
93). Raleigh, North Carolina. (acedido de 
 148 
          http://www.cehd.umn.edu/rationalnumberproject/98_1.html a 16 de Janeiro de 2011) 
 
Rhode Island Department of Education (2007). Proportional Reasoning - A Research Based Unit of 
Study for Middle School Teachers. (acedido a 9 de Janeiro de 2011, de 
http://www.ride.ri.gov/instruction/curriculum/rhodeisland/resources/resource-docs/MathUnit-
Proportionality_v24.pdf) 
 
Rocha, H. (2001). Calculadoras gráficas: Que utilização? In Actas do XII Seminário de Investigação 
em Educação Matemática (pp. 233-252). Lisboa: APM. 
 
Rocha, H. (2002). A utilização que os alunos fazem da calculadora gráfica nas aulas de Matemática. 
Quadrante, 11(2), 3-28. 
 
Rocha, H. (2011). A calculadora gráfica no ensino das funções: implicações sobre aspectos da prática 
de uma professora. (acedido a 22 de Junho de 2011, de 
http://cmup.fc.up.pt/cmup/eiem/grupos/documents/4.Rocha.pdf) 
 
Romano, E., & Ponte, J. P. (2008). A calculadora gráfica e o ensino da Matemática. In A. P. 
Canavarro, D. Moreira, & M. I. Rocha (Eds.), Tecnologias e Educação Matemática (pp. 172-
182). Lisboa: SPCE/ SEM. 
 
Rosa, M., & Arnoldi, M. (2006). A entrevista na pesquisa qualitativa – mecanismos para validação dos 
resultados. São Paulo: Autêntica.  
 
Ruthven, K. (1996). Calculators in the mathematics curriculum: the scope of personal computational 
technology. In A. J. Bishop, K. Clements, C. Keitel, J. Kilpatrik, & C. Laborde (Eds.), 
International Handbook of Mathematics Education (pp. 435-468). Netherlands: Kluwer. 
 
Sajka, M. (2003). A secondary school student’s understanding of the concept of function - a case 
study. Educational Studies in Mathematics, 53, 229-254. 
 
Santos, L. (2000). A prática lectiva como actividade de resolução de problemas: um estudo com três 
professoras do ensino secundário. Departamento da FCUL. (Tese de doutoramento) 
 
Saraiva, M. J., & Teixeira, A. M. (2009). Secondary school students’ understanding of function via 
exploratory and investigative tasks. Quaderni di Ricerca in Didattica, Supplemento n.º4 al n.º19, 
74-83. (acedido a 20 de Janeiro de 2011, de http://math.unipa.it/~grim/TSG24_ICMI11_Saraiva-
Teixeira_QRDM_Supl4_09.pdf) 
 
Scheuermann, A., & Garderen, D. (2008). Analyzing students’ use of graphic representations: 
Determining misconceptions and error patterns for instruction. Mathematical Teaching in the 
Middle School, 13(8), 471-477. 
 
Schoenfeld, A. (1996). Porquê toda esta agitação acerca da resolução de problemas? In P. Abrantes, 
L. C. Leal, & J. P. Ponte (Eds.), Investigar para aprender matemática (pp. 61-72). Lisboa: APM 
e Projecto MPT. (Artigo originalmente publicado em 1991 na revista ZDM). 
 
Schoenfeld, A. H., & Arcavi, A. (1988). On the meaning of variable. Mathematics Teacher, 81(6), 420-
427. 
 
Seeger, F. (1998). Representations in the mathematics classroom: Reflections and constructions. In 
F. Seeger, J. Voigt, & U. Waschescio (Eds.), The culture of the mathematics classroom (pp. 
308-343). Cambridge: Cambridge University Press. 
 
Serrazina, L., & Oliveira, I. (2005). O currículo de Matemática do ensino básico sob o olhar da 
competência matemática. In GTI (Ed.), O professor e o desenvolvimento curricular (pp. 35-62). 
Lisboa: APM. 
 
Serrazina, L., Vale, I., Fonseca, H., & Pimentel, T. (2002). Investigações matemáticas e profissionais 
na formação de professores. In J. P. Ponte, C. Costa, A. I. Rosendo, E. Maia, N. Figueira, & A. 
 149 
F. Dionísio (Eds.), Actividades de investigação na aprendizagem da matemática e na formação 
de professores (pp. 41-58). Lisboa: SEM-SPCE. 
 
Sfard, A. (1991). On the dual nature of mathematical conceptions: reflections on processes and 
objects as different sides of the same coin. Educational Studies in Mathematics, 22, 1-36.  
 
Silva, C. A. A. (2009). Funções quadráticas no 10.º ano, usando a calculadora gráfica. (Tese de 
mestrado, Universidade de Lisboa) 
 
Silvestre, A. I. (2006). Investigações e novas tecnologias no ensino da proporcionalidade directa: uma 
experiência no 2.º Ciclo. (Tese de mestrado, Universidade de Lisboa). Lisboa: APM. 
 
Silvestre, A. I., & Ponte, J. P. (2009). Ser ou não ser uma relação proporcional: Uma experiência de 
ensino com alunos do 6.º ano. In Actas do XX Seminário de Investigação em Educação 
Matemática (CDROM). Viana do Castelo: APM. 
 
Singer, J., Kohn, S., & Resnick, L. (1997). Knowing about proportions in different contexts. In T. 
Nunes, & P. Bryant (Orgs.), Learning and teaching mathematics: An international perspective 
(pp. 115-132). Hove: Psychology Press.  
 
Slavit, D. (1997). An alternate route to the reification of function. Educational Studies in Mathematics, 
33, 259-28.  
 
Smith, E. (2003). Stasis and change: Integrating patterns, functions, and algebra throughout the K-12 
curriculum. In J. Kilpatrick, W. G. Martin, & D. Schifter (Eds.), A research companion to 
Principles and standards for school mathematics (pp. 136-150). Reston: NCTM. 
 
Spinillo, A. (2002). O papel de intervenções específicas na compreensão da criança sobre 
proporções. Psicologia: Reflexão Crítica, 15(3), 475-487. (acedido a 27 de Dezembro de 2010, 
de http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/jponte/DA/DA-TEXTOS/Spinillo%28Alicia%2902.pdf) 
 
Stanley, D., McGowan, D., & Hull, S. H. (2003). Pitfalls of over-reliance on cross multiplication as a 
method to find missing values. Texas Mathematics Teacher, 11, 9-11. 
 
Teixeira, P., Precatado, A., Albuquerque, C., Antunes, C., & Nápoles, S. (1997). Funções. Lisboa: ME/ 
Departamento do Ensino Secundário. 
 
Trigueros, M., & Ursini, S. (2008). Structure sense and the use of variable. PME 32 and PME-NA 
XXX, 337-344. 
 
Tripathi, P. N. (2008). Developing Mathematical Understanding through Multiple Representations. 
Mathematics Teaching in the Middle School, 13(8), 438-445. 
 
Tuckman, B. W. (2002). Manual de investigação em educação: como conceber e realizar o processo 
de investigação em educação. Lisboa: Fundação Calouste Gulbenkian. 
 
Vassallo, J. P. G., & Soares, M. V. F. (2004). Gráficos e funções nos níveis fundamental e médio. 
(acedido a 2 de Junho de 2010 de 
           http://www.sbem.com.br/files/viii/pdf/02/MC20226004791.pdf) 
 
Ward, R. A. (1998). Graphing calculator associated strategies used by and misconceptions of high 
school students. (acedido de http://mathforum.org/technology/papers/papers/ward.html a 18 de 
Dezembro de 2010) 
 
 
 
 
 150 
 
 151 
Anexos 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 152 
 
 153 
Anexo I – Tarefas da Experiência de Ensino 
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TAREFA 0 – Exploração do software Graph 
 
1. Representação gráfica 
1.1. Usando o ícone   do software GRAPH, representa no mesmo referencial 
cartesiano as rectas das funções: 
f(x) = 3x                        g(x) = - x + 4                         h(x) = 3x + 2,5                       t(x) = 
1
2
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
e  do software GRAPH, completa: 1.2. Usando os ícones          
 
f(0) = ...   h(-50) = ...   f(...) = 60 
 
g(1) = ...   t(10) = ...   h(...) = - 87,5 
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2. Abre um documento novo, usando o ícone         do software GRAPH, constrói a seguinte 
tabela e de seguida clica em OK. 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.1. O que observas? 
 
Se não conseguires visualizar os 5 pontos, na totalidade, usa o ícone    e altera o eixo-x e o 
eixo-y da seguinte forma: 
 
 
 
2.2. Usando o ícone   do software GRAPH, representa graficamente a função        
i(x) = 2x. O que observas?                           
 
 
 
 
x i(x) 
1 2 
2 4 
3 6 
4 8 
5 10 
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TAREFA 1 – Estudo da influência do k na função do tipo y = kx, k  0 
 
1. Usando o software GRAPH, observa os gráficos das funções seguintes: 
f: x → y = 5x               g: x → y = - 4x              h: x → y = 3x              i: x → y = - 2.5x 
1.1. No referencial cartesiano seguinte, traça as rectas que visualizaste acompanhadas das 
respectivas expressões analíticas. 
 
1.2. Indica, para cada recta, a imagem do objecto 0. O que concluis? 
 
1.3. Indica, para cada recta, a imagem do objecto 1. Que relação encontras com a 
expressão analítica? 
 
1.4. Cria uma função: 
 1.4.1. que tenha um comportamento semelhante ao das funções h e f; 
 1.4.2. que tenha um comportamento semelhante ao das funções g e i. 
 
1.5. Entre as rectas que traçaste há algumas que sejam paralelas entre si? Porquê? 
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1.6. Que relação existe entre a expressão analítica de cada função e a posição da 
respectiva recta no referencial cartesiano? 
 
 
 
1.7. Agrupa as funções, que exploraste anteriormente, de acordo com a posição no 
referencial. 
 
 
 
1.8. Compara a inclinação das rectas f e h. Que relação encontras entre a expressão 
analítica de cada função e a inclinação da recta? 
 
 
 
1.9. Qual das rectas traçadas tem maior inclinação (em relação ao eixo dos xx)? E menor 
inclinação? 
 
 
 
2. Considera as expressões analíticas y = 6x e y = 2x. 
 Sem recorreres à representação gráfica, indica qual das expressões analíticas corresponde à 
recta com maior inclinação. Justifica. 
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TAREFA 2 – Estudo da influência do k e do b na função do tipo y = kx + b 
 
1. Usando o software GRAPH, observa os gráficos das funções seguintes: 
 
f: x → y = - 5x + 2           g: x → y = - 5x - 3             h: x → y = 3x + 2           i: x → y = 3x - 4 
1.1. No referencial cartesiano seguinte, traça as rectas que visualizaste acompanhadas das 
respectivas expressões analíticas. 
 
1.2. Indica, para cada recta, a imagem do objecto 0. Que relação encontras com a 
expressão analítica? 
 
1.3. De entre as rectas que traçaste indica duas que sejam estritamente paralelas.  
 
1.4. Escreve a expressão analítica de uma função cuja recta seja estritamente paralela às 
rectas que indicaste em 1.3. Explica como é que pensaste. 
 
2. Usando o software GRAPH, observa os gráficos das funções seguintes: 
 
f: x → y = 2.5                      g: x → y = 1                       h: x → y = - 5 
2.1. No referencial cartesiano seguinte, traça as rectas que visualizaste acompanhadas das 
respectivas expressões analíticas. 
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2.2.  Representa cada função por meio de uma tabela, onde o valor mínimo será -5, o valor  
        máximo 5 e o incremento 0.5. 
 
   Nota: Não copies as tabelas para a ficha. 
 
              
            2.2.1. A partir das tabelas que obtiveste completa:  
 
                       a) f(2.5) = ...                       d) g(-4) = ...   g) h(-4.5) = ... 
                       b) f(4) = ...                          e) g(1,5) = ...   h) h(3) = ... 
                       c) f(-3) = ...                         f) g(5) = ...   i) h(...) = -5 
             
 2.2.2. Preenche as tabelas seguintes, com base nas tabelas obtidas em 2.2:  
 
a) x f(x) b) x g(x) 
 
c) x h(x) 
-3  -3   -5 
0  0  0  
1.5  1.5  1.5  
2   1  2  
 
2.3. Escreve a expressão analítica de uma função cuja recta seja paralela às anteriores e 
contenha o ponto (0, 4). Explica como é que pensaste. 
 
 
2.4. Sem recorreres ao software Graph indica que características tem o gráfico da função  
       i: x → y = 6. 
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 TAREFA 3 – Função afim – Síntese  
 
Definição:  Chama-se função afim a toda a função cujo gráfico é uma recta. 
                    A expressão analítica de uma função afim é do tipo: 
 
 y = kx + b, com k e b constantes. 
    
 
 
Definição: Chama-se função linear ou função de proporcionalidade directa, a toda a função do tipo     
                   y = kx, com k ≠ 0, cujo gráfico é uma recta que contém a origem do referencial. 
 
Ao valor de k, que está relacionado com a inclinação da recta, dá-se o nome de constante de 
proporcionalidade directa, sendo também conhecido por declive da recta. 
 
Se o valor de k for positivo a recta situa-se nos quadrantes ímpares, se for negativo situa-se nos 
quadrantes pares. 
 
A imagem do objecto 1 é sempre a constante de proporcionalidade directa. 
     
Definição: Chama-se função constante, a toda a função do tipo y = b, cujo gráfico é uma recta que é 
paralela ao eixo dos xx. 
 
Completa: Uma função afim (cuja expressão analítica é do tipo 
_______________________), é representada, graficamente, por uma _____________ que 
passa pelo ponto de coordenadas (0, b). 
 
Ao parâmetro b chamamos ordenada na origem. 
 
O k representa o declive da recta (a inclinação da recta relativamente ao eixo das abcissas). 
Quanto maior for o valor absoluto de k, __________________ é a inclinação da recta. 
 
Nota: Uma função linear (cuja expressão analítica é do tipo _____________), é um caso 
particular  de uma função afim, que se obtém atribuindo o valor 0 a b. 
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Função afim – exercícios de aplicação 
 
1. Observa as seguintes expressões analíticas: 
 
    (A) y = 2x   (B) y = 4x – 2   (C) y = 6  (D) y = – 2x + 3,5 
 
 
a) Indica o valor de k para cada uma das expressões analíticas anteriores. 
 
 
 
b) Indica o valor de b para cada uma das expressões analíticas anteriores. 
 
 
 
 
2. Escreve a expressão analítica de uma função afim, onde: 
 
a)  k = 3 e  b = – 4;                         b) k = – 5  e  b = 0;                       c) k = 0  e  b = 6. 
 
 
 
 
 
 
3. No referencial está representado o gráfico das funções  f e h. 
    Atendendo aos dados da figura (as rectas são paralelas) e sabendo que 
4
( )
7
f x x , escreve 
a expressão analítica da função h. 
 
 
 
 
 
 
h 
f 
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TAREFA 4 – Proporcionalidade directa 
 
1. Na frutaria da D. Rita, cada quilograma de cerejas do Fundão custa 2,5 €.  
 
1.1. A tabela seguinte relaciona o preço a pagar, em euros, com a quantidade  
de cerejas, em quilogramas, completa-a: 
 
 
 
 
 
 
1.2. O que acontece quando dividimos os valores do preço a pagar pela respectiva 
quantidade?  
 
 
 
 
 
1.3. Completa: 
 
Como a razão entre o preço a pagar e o número de quilogramas de cerejas compradas (2,5) é 
não nula e mantém-se constante, diz-se que a quantidade comprada é _________________   
________________ao preço a pagar e que _______ é a constante de proporcionalidade. 
 
1.4. Considerando que x representa o número de quilogramas de cerejas comprados e que y 
representa o preço a pagar pelo cliente, escreve uma expressão que relacione as duas 
variáveis. 
 
 
 
 
 
1.5. No quadriculado seguinte: 
       1.5.1. Representa os pontos da tabela anterior num     
                 referencial cartesiano. 
 
 
 1.5.2. Representa, no mesmo referencial, a função 
cuja expressão analítica é a que escreveste em 
1.4.O que concluis? 
 
 
 
 
2. A Inês gastou 10 ovos para fazer 8 bolinhos de cenoura, de quantos ovos necessita para 
fazer 4 bolinhos, com a mesma receita? 
 
x Quantidade (kg) 1  4  
y Preço a pagar (€) 2,5 5  25 
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3. Um pedreiro leva 12 dias a construir um muro de uma certa quinta. Quanto tempo levarão 
4 pedreiros a fazer esse trabalho? 
 
 
 
 
4. Observa a figura ao lado, onde está representado o senhor Baixo. 
 
     - A altura do senhor Baixo é igual a 4 diâmetros de botões; 
     - A altura do senhor Alto é igual a 6 diâmetros de botões. 
 
    Quando medimos com clipes as suas alturas, o senhor Baixo mede 8 clipes.  
    Qual será a altura do senhor Alto, em clipes? 
 
 
 
 
5. Os pais da Joana resolveram fazer leite-creme com morangos 
para um almoço de amigos. 
 
5.1. O grupo era constituído por 12 pessoas. Que quantidade   
       de farinha foi necessária? 
 
 
 
5.2. Mais tarde os pais da Joana souberam que vinham mais 6 amigos, sendo no total 18 
pessoas.   
       Faz os cálculos e preenche a tabela. 
Ingredientes 
Leite 
(dl) 
Morangos 
(g) 
Açúcar 
(g) 
Farinha 
(g) 
Gemas de 
ovo 
Quantidade para 6 pessoas 5   20  
Quantidade para 18 
pessoas 
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TAREFA 5 – A proporcionalidade directa e as suas representações  
 
1. Averigua se a tabela seguinte representa ou não uma situação de proporcionalidade 
directa. Em caso afirmativo, indica a respectiva constante de proporcionalidade e escreve 
a sua expressão analítica. 
 
                                                                                   
 
 
 
2. Diz, justificando, quais das seguintes expressões analíticas representam uma função de 
proporcionalidade directa. 
 
      2.1.   y = 4x                 2.2.   y = -2x                     2.3.   y = 0,5x + 3                2.4.   y = 3x
2
     
 
    
3.   Observa o gráfico ao lado:                                                                                                                        
 
3.1. O gráfico apresentado é de uma    
       função de proporcionalidade   
       directa. Porquê? 
 
3.2. Indica, justificando, a constante     
       de proporcionalidade.  
 
 
      3.3. Escreve a expressão analítica  
             que define a função. Justifica. 
 
 
3.4. Qual é o valor de y para x igual  
        a 12? 
 
 
 
4. O Pedro convidou os primos para lancharem na casa dele e como todos gostam das 
queijadas da avó resolveram telefonar-lhe e pedir a receita. A avó disse que para 4 
bolachas eram necessários 220 g de amêndoa, para 8 bolachas 440 g e para 15 bolachas 
825 g. 
 
4.1. Sabendo que existe uma relação proporcional entre o número de bolachas e o peso de 
amêndoa, como é que o Pedro terá organizado estes dados? Justifica a tua escolha. 
 
x y 
2 14 
5 35 
10 70 
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4.2. Será possível representá-los de outras formas? Quais? 
 
 
4.3. Quantas bolachas são necessárias para 3300 g de amêndoa? 
 
 
 4.4. Quantos gramas de amêndoa são necessários para 30 bolachas? 
 
 
 
5. Em três pequenos tanques, existem três enguias (A, B e C), com diferentes comprimentos: 
- Enguia A → 14 cm de comprimento; 
- Enguia B →  7 cm de comprimento; 
- Enguia C →  3 cm de comprimento. 
 
A quantidade de comida fornecida a cada enguia é directamente proporcional ao seu 
comprimento. Se a enguia C é alimentada com 14,25 g de peixe Barbo, qual será a 
quantidade de alimento fornecida à enguia B? 
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TAREFA 6 – Os tanques das Hortas do avô do João  
 
1. O avô do João tem duas hortas: a Horta de Cima e a Horta de Baixo. 
Em cada uma delas tem um tanque com água, que serve para regar a 
plantação. Os tanques só se podem encher à sexta-feira e as hortas 
são regadas de dois em dois dias.  
      O João foi passar as férias da Páscoa com o avô, e na sexta-feira, à 
tardinha, lá foram os dois encher os tanques. Enquanto observava o 
tanque da Horta de Cima a encher, até ao máximo da sua capacidade, o João decidiu 
aplicar o que tem aprendido em Matemática e fazer alguns registos numa tabela: 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.1. O João, olhando para a sua tabela, consegue dizer, facilmente, o volume de água no 
tanque ao fim de 2,5 horas de enchimento. Sabes de que volume se trata? 
 
 
1.2. Determina o tempo que leva até o tanque ficar com 1800 litros de água. 
 
 
1.3. Escreve uma expressão que relacione o volume de água no tanque (y) com o tempo de  
enchimento decorrido (x). 
 
 
 
 
 
 
 
Tempo (em horas) Volume (em litros) 
1 500 
2 1000 
3 1500 
4 2000 
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2.  O João continuou a acompanhar o avô nas regas das duas hortas, nos dias seguintes, e foi 
registando alguns dados. Na quinta-feira, enquanto regavam a Horta de Baixo, construiu a 
tabela seguinte, a qual relaciona o volume de água no tanque, a cada hora, com o tempo 
decorrido no esvaziamento do respectivo tanque: 
 
 
 
 
 
 
 
2.1. Qual é a capacidade do tanque da Horta de Baixo? Quanto tempo demorou a 
esvaziar? 
 
2.2. Depois de pensar muito, o João, conseguiu escrever uma expressão que relaciona o 
volume de água no tanque da Horta de Baixo, em cada instante, com o tempo de 
esvaziamento decorrido. Com essa expressão consegue, por exemplo, dizer o volume 
de água que ainda está no tanque 3 horas e 45 minutos depois de ter começado a ser 
esvaziado.  
 
      2.2.1. Qual foi a expressão que o João escreveu? Justifica devidamente a tua resposta. 
 
 
      2.2.2. Quantos litros de água existem no tanque 3 horas e 45 minutos (i.e. 3,75 horas) 
depois de ter começado a ser esvaziado? Responde a esta questão utilizando dois 
processos diferentes. 
 
 
Consideras que o software Graph facilitou a resolução da ficha? ______ 
 
Se sim, em que aspectos? 
 
 
 
Se não, porquê? 
Tempo (em horas) Volume (em litros) 
0 1500 
1 1200 
2 900 
3 600 
4 300 
5 0 
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TAREFA 7 – Temperatura e altitude  
 
Muitas vezes as chuvas de Verão ocorrem devido ao facto de as massas de ar aquecido, ao 
subirem, arrefecerem até à temperatura de condensação, provocando a precipitação.  
Na tabela seguinte estão alguns dados recolhidos por um balão meteorológico num dia quen-
te: 
Altitude (km) Temperatura (º Celsius) 
0 32 
0,5 27 
1 23 
1,5 18 
2 14,5 
2,5 9 
3 3,5 
3,5 -2.5 
 
1. Indica a variável dependente e a variável independente. 
 
 
2. Explica por que motivo é que esta situação traduz uma função.  
 
 
3. Tenta descobrir o modelo matemático que melhor se ajusta aos dados.  
 
 
 
4. Faz as seguintes previsões: 
4.1. a temperatura aos 5 km de altitude; 
 
4.2. a temperatura aos 10 000 m de altitude; 
 
4.3. a altitude a que foi atingida a temperatura de 0 ºC. 
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TAREFA 8 – Sou ou não sou função? 
 
1. Das seguintes correspondências indica, justificando, as que representam funções: 
   
 [A]                                                                            [B           ]    [B] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
[C]  y = 2x + 0,5 
 
 
 
 
[D]               [E]     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Custo 
(em €) 
N.º de iogurtes 
0,50 1 
1,00 2 
1,50 3 
1,50 4 
Horas Temperatura 
0 6 
2 6 
9 12 
14 15 
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TAREFA 9 – Corrida amigável  
 
1. O João e o Rui resolveram efectuar uma corrida para comparar as suas performances no  
    atletismo.   
    A velocidade do João é de 2,5 metros por segundo e a do Rui é de 1 metro por segundo. No  
    início da corrida, o João ofereceu ao Rui uma vantagem de 45 metros. 
     
1.1. Elabora uma tabela que traduza, em alguns casos concretos, a relação entre as duas 
grandezas em causa (tempo e distância percorrida): 
 
1.1.1. relativamente ao João; 
 
 
1.1.2. relativamente ao Rui.  
 
 
 
1.2. O João pode ultrapassar o Rui? Explica o teu raciocínio, utilizando palavras e gráficos ou  
       tabelas.     
   
       Sugestão: Considera duas funções que representem as distâncias percorridas pelo João e pelo Rui. 
 
 
 
 
2. A Joana e a Margarida andam a correr à volta do Campo da escola. Elas correm à mesma 
velocidade, mas a Joana começou a correr mais tarde. Quando a Joana completou a 5.ª 
volta já a Margarida completava a 15.ª volta. Quando a Joana completar a 30.ª volta, 
quantas voltas completará a Margarida? 
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TAREFA 10 – O melhor tarifário  
 
O Sr. António quer instalar um telefone no seu apartamento novo. Consultou duas empresas 
de telecomunicações que lhe forneceram as seguintes condições: 
 
Empresa A – Assinatura mensal de 15 euros e 3 cêntimos por minuto 
Empresa B – Assinatura mensal de 10 euros e 9 cêntimos por minuto 
 
1. Ajuda o Sr. António a escolher um tarifário, utilizando tabelas e/ou gráficos. 
     Existe algum caso em que é indiferente escolher os tarifários das empresas A ou B? 
 
Sugestão: Considera duas funções que representem os tarifários A e B. 
 
 
 
 
 
2. Supõe que o Sr. António escolheu o tarifário A e que não quer gastar mais de 22 euros por   
     mês. Determina o tempo máximo que ele pode falar. 
     E se tivesse escolhido o tarifário B, poderia falar durante mais tempo? 
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TAREFA 11 – A viagem de finalistas 
 
1. Um grupo de alunos do 2.º ano dos Cursos de Educação e Formação das escolas do 
concelho de Loures, resolveram 
unir-se e organizarem uma 
viagem de finalistas, a Paris. 
Para tal pretendem alugar um 
Airbus A340, com uma lotação 
máxima de 419 passageiros.  
O custo do aluguer do avião é igual, independentemente do número de passageiros. 
 
1.1. A tabela abaixo relaciona o número de passageiros, n, com o preço, p, em euros, que cada 
passageiro terá de pagar. Completa-a. 
 
Número de passageiros (n) 15 25  150  375 
Preço por passageiro em euros (p)  1257 523,75  125,70  
 
 
1.2. Esta situação representa uma proporcionalidade directa? Porquê? 
 
 
 
 
1.3. Que relação existe entre o número de passageiros e o preço por passageiro? 
 
 
 
 
1.4. Se viajarem 125 alunos, quanto pagará cada um? 
 
 
 
 
1.5. Quantos alunos viajaram, sabendo que cada um pagou 104,75 €? 
 
 
 
 
1.6. Representa graficamente a situação. 
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1.6.1. Qual é a imagem de zero passageiros? 
 
 
 
 
1.6.2. Qual é o objecto cuja imagem é zero euros? 
 
 
 
 
1.7. Qual é o valor máximo de cada bilhete? Em que situação é que o bilhete tem esse preço? 
 
 
 
 
1.8. Qual é o valor mínimo de cada bilhete? Em que situação é que o bilhete tem esse preço? 
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TAREFA 12 – Função de proporcionalidade inversa – Síntese 
 
Definição: Duas variáveis x e y são inversamente proporcionais, quando o produto de 
dois quaisquer valores correspondentes é constante e diferente de zero: 
x  y = k ,  k ≠ 0  
O valor k é um valor constante, ao qual se chama constante de proporcionalidade inversa. 
 
 A expressão analítica de uma função de proporcionalidade inversa é da forma:                            
k
y
x
 ,  com  k  0. Onde k é a constante de proporcionalidade inversa. 
      Se representarmos a função por , vem:       (x) = 
k
x
  ou   : x 
k
x
,  com  k  0. 
 
 O gráfico de uma função de proporcionalidade inversa é uma curva com dois ramos que 
tem o nome de hipérbole. 
 
 
 
 
 
 
Nota:   
o A constante de proporcionalidade é sempre a imagem do objecto 1. 
o O produto das coordenadas de qualquer um dos seus pontos é sempre o mesmo 
valor: k. 
 
 Uma tabela representa uma situação de proporcionalidade inversa se o produto de dois 
quaisquer valores correspondentes é constante. 
 
 
 
     1 12 2 6 3 4 4 3 12k x y                                       
 
 
 
x 1 2 3 4 
y 12 6 4 3 
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Quando k é negativo, o gráfico está situado nos quadrantes pares, isto é, no 2.º e 
4.º quadrantes; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Quando k é positivo, o gráfico está situado nos quadrantes ímpares, isto é, no 1.º e 
3.º quadrantes; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
O gráfico da função nunca intersecta os eixos coordenados. 
 
 
 
 
Exercício:  
Nas figuras seguintes estão parte de 
dois gráficos que representam 
relações entre as variáveis x e y. 
Qual deles poderá representar uma 
função de proporcionalidade 
inversa? Justifica, indicando a 
constante de proporcionalidade. 
4
y
x
 
4
y
x

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TAREFA 13 – Representação gráfica 
 
1. Representa graficamente as funções definidas por: 
1.1. 
8
( ) , 0f x x
x
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.2. 
10
( ) , 0g x x
x
    
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1.3. 
12
( ) , 0h x x
x
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.4. 
16
( ) , 0i x x
x
    
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TAREFA 14 – Aplicação de conceitos 
 
 
1. Averigua se as tabelas seguintes representam ou não situações de proporcionalidade 
inversa. Em caso afirmativo, indica a respectiva constante de proporcionalidade e escreve 
a sua expressão analítica. 
 
      1.1.                                                                                   1.2. 
x 2 5 10 13 15 
 
x 2 3 4 5 6 
y 14 35 70 91 105 y 60 40 30 24 20 
 
 
      1.3.                                                                                    
x 1 2 3 4 5 
y 20 10 9 5 4 
 
 
2. Das seguintes expressões analíticas, indica, justificando, as que representam funções de 
proporcionalidade inversa.  
      (A) g(x) = 5x                                                                                          (B)  
10
( )h x
x
   
 
      (C) 
8,5
( )f x
x
                                                                                        (D)  ( )
2
x
i x   
 
 
3. O ponto (3,5) pertence ao gráfico de uma função de proporcionalidade inversa que pode ser  
    representada por uma das seguintes expressões. Qual? 
 
(A) 
15
3
y
x
                 (B) 
5
3
x
y                    (C) 
15
y
x
  
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4. Observa o gráfico seguinte. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    4.1. Completa a tabela: 
 
x y 
-1  
 -4 
2  
 8 
 
 
    4.2. O gráfico representa uma função de proporcionalidade inversa. Porquê? 
 
 
 
 
 4.3. Indica, justificando, a constante de proporcionalidade. 
 
 
 
 
    4.4. Escreve a expressão analítica que define a função. Justifica.  
 
 
 
 
 4.5. Qual é o valor de y para x igual a 80? 
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TAREFA 15 – O teste do motor  
 
1.  Uma fábrica de automóveis testou o motor de um novo modelo da marca que fabrica. Para 
tal, fez vários testes, sempre com o mesmo percurso, mas com diferentes velocidades. No 
primeiro teste, o automóvel manteve uma velocidade constante de 30 km/h, tendo 
demorado 2 horas a fazer o percurso. No segundo teste manteve uma velocidade constante 
de 40 km/h e demorou 1h30 minutos. 
 
1.1. Quais são as variáveis envolvidas nesta situação?  
 
 
1.2. Esta situação representa uma proporcionalidade directa? Porquê? 
 
 
1.3. Qual é a relação entre as variáveis? 
 
 
1.4. Qual é a variável dependente e a variável independente? 
 
 
1.5. Se o automóvel levasse meia hora a fazer o percurso, qual teria sido a sua velocidade? 
 
 
1.6. Qual foi o tempo gasto pelo automóvel com uma velocidade constante de 20 km/h? 
 
 
1.7. Representa graficamente a situação anterior. 
 
 
1.8. Representando por v a velocidade (em km/h) e por t o tempo (em horas), escreve a 
expressão analítica da função correspondente à situação descrita. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 182 
 
 183 
Anexo II – Manual de utilização do software Graph 
 
 
 
 
 
 
 
Índice 
 
 
1 – Representar graficamente uma função através da expressão analítica ................................ 1 
 
2 – Representar graficamente uma função através de uma tabela ............................................ 2 
 
3 – Alterar os eixos coordenados .............................................................................................. 3 
 
4 – Dado um objecto determinar a sua imagem ........................................................................ 4 
 
5 – Representar uma função por meio de uma tabela ............................................................... 5 
 
6 – Determinar um ponto de intersecção de duas rectas ........................................................... 6 
 
 
 
 
 
1 – Representar graficamente uma função através da expressão analítica 
 
 
No menu FUNÇÃO, escolhe a opção inserir função                            , ou clica no ícone 
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- No campo f(x) = … escreve a função pretendida. 
 
 
 
- Escolhe uma cor diferente para cada função. 
 
 
 
- Também podes escolher a espessura da linha, no  
   campo Largura. 
 
 
 
 
 
- Por fim, não te esqueças de clicar em OK. 
 
 
 
Tanto do lado esquerdo como do lado direito do ecrã, podes observar as expressões analíticas 
das funções que escolheste e a respectiva cor, que coincide com a cor da recta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 – Representar graficamente uma função através de uma tabela 
 
No menu FUNÇÃO, escolhe a opção Inserir série de pontos                        , ou 
clica no ícone 
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- Nas colunas do x e do y insere as 
coordenadas dos pontos pretendidos. 
 
 
 
 
 
 
- Podes escolher o estilo da marca, a cor e o 
tamanho. 
 
 
 
 
 
- Por fim, não te esqueças de clicar em OK . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3 – Alterar os eixos coordenados 
 
 
No menu EDITAR, escolhe a opção Eixos                     , ou clica no ícone            , para 
alterares a graduação do eixo dos xx e do eixo dos yy. 
 
 
 
- Escreve o valor mínimo e o valor máximo  
   pretendido para cada eixo.  
 
 
- Se quiseres colocar uma grelha (grade) 
  no teu gráfico, selecciona o campo 
  Mostrar grade. 
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4 – Dado um objecto determinar a sua imagem 
 
 
No menu CALC, escolhe a opção Cálculo                      , ou clica no ícone 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
- Escreve o valor de x    
  pretendido (o objecto).  
 
 
- Obténs, automaticamente,  
   f(x), ou seja, a imagem.  
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5 – Representar uma função por meio de uma tabela 
 
 
No menu CALC, escolhe a opção Tabela                      , ou clica no ícone 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
- Escreve os valores mínimo e máximo 
pretendidos para x.  
 
 
- Escreve o intervalo pretendido entre os 
números  
(de 0,1 em 0,1;    de 1 em 1;    de 2 em 2 ...).  
 
 
- Por fim, não te esqueças de clicar em Calc. 
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6 – Determinar um ponto de intersecção de duas rectas 
 
 
No menu CALC, escolhe a opção Cálculo                      , ou clica no ícone 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
- Selecciona a opção 
“Intersecção”. 
    
   
 
 
- Clica sobre o ponto 
de intersecção 
pretendido. 
 
 
- Obterás 
automaticamente as 
coordenadas do 
ponto de intersecção. 
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 Anexo III – Testes realizados na Experiência de Ensino 
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TESTE 1 
Não é permitida a utilização do software Graph 
 
 
1. Para a realização de uma experiência colocaram-se em dois frascos A e B, duas substâncias 
diferentes que se foram evaporando. O gráfico reflecte a altura do líquido, em milímetros, 
em função do número de dias passados. 
 
 
 
a) Para cada líquido, indica a altura do líquido no frasco 
no início da experiência.  
 
 
 
 
b) Quantos dias levou cada um dos líquidos a evaporar 
totalmente? 
 
 
 
c) Há um momento em que a altura do líquido nos dois frascos é igual. Qual é ele? E qual 
é a altura do líquido? 
 
 
 
 
 
2. Considera o gráfico ao lado. 
     a) Completa a tabela: 
 
 
      
          
 
  b) A recta é paralela a que eixo de 
coordenadas? 
 
 
x 1 2 0 -1 -2 
y      
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3. Associa a cada uma das rectas (r, s, t) representadas a expressão (A, B, C) que lhe 
corresponde.   
    Justifica devidamente a tua escolha. 
 
   [A] y = - 4 
   [B] y = 8x 
   [C] y = 2x 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4. Considera os gráficos: 
    [A]          [B] 
 
 
 
Indica, justificando, o gráfico a que corresponde a expressão analítica f(x) = 3x. 
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5. No referencial está representado o 
gráfico das funções  f e g. 
Sabendo que as rectas são estritamente 
paralelas e que a expressão analítica da 
função f é f(x) = 4x, indica a expressão 
analítica da função g. Justifica 
devidamente a tua resposta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6. Considera a função f, cuja expressão analítica é f(x) = 5x – 2. 
    Completa a tabela seguinte, apresentando todos os cálculos: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x f(x) 
-2  
0  
1  
 13 
f 
g 
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7. Ao lado está representado o gráfico da função f. 
 
a) Indica a imagem do 
objecto 1. 
 
 
 
 
b) Completa f(0) = ... 
 
 
 
 
c) Indica o objecto cuja 
imagem é 8. 
 
 
 
 
 
 
8. A tabela seguinte mostra o número de cadeiras produzidas numa fábrica, ao longo de cinco 
horas de trabalho. 
Tempo em horas N.º de cadeiras 
1 8 
2 16 
3 24 
4 32 
5 40 
 
a) Explica por que motivo é que as grandezas representadas são directamente 
proporcionais. 
 
 
 
 
b) Indica a constante de proporcionalidade e diz o que representa, nesta situação. 
 
 
 
c) Indica a variável dependente e a variável independente. 
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d) Constrói o gráfico do número de cadeiras produzidas em função do tempo. 
 
 
     e) Considerando que x representa o tempo em horas e que y representa o número de 
cadeiras produzidas, escreve uma expressão que relacione as duas variáveis. Justifica. 
 
 
 
 
     f) Calcula o número de cadeiras produzidas em 20 horas. Justifica a tua resposta. 
 
 
 
 
     g) Calcula o número de horas necessárias para produzir 600 cadeiras. 
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TESTE 2 
 
 É permitida a utilização do software Graph 
 
Parte I 
 
Observa os gráficos e decide qual o que se adapta melhor a cada situação. Para cada um dos 
restantes gráficos apresenta uma razão pela qual não os escolheste. 
 
1. O cabelo do Rui cresce, em média, 1,5 cm por mês. No dia 1 de Janeiro cortou-o, tendo-o 
deixado com 3 cm de comprimento, e só o voltou a cortar no final de Maio. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. Um agricultor começou a esvaziar um dos tanques da sua propriedade às 8 horas. Às 10 
horas o tubo entupiu e o nível de água no tanque permaneceu inalterado durante 3 horas. 
Ao fim desse tempo, o agricultor conseguiu desentupir o tubo e esvaziar o resto do tanque. 
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Parte II 
 
Para cada uma das seguintes questões apresenta todos os cálculos que efectuares e explica o 
teu raciocínio de forma clara. 
 
1. Quando ocorre uma descarga eléctrica durante uma trovoada, primeiro, vê-se o relâmpago 
e, depois, ouve-se o trovão. Para estimar a distância, d, em metros, entre o observador e a 
descarga eléctrica, multiplica-se por 340 o tempo, t, em segundos, que decorre entre o 
instante em que se vê o relâmpago e o instante em que se ouve o som do trovão. 
 
1.1. Indica as duas variáveis em estudo. 
 
 
1.2. Indica, justificando, a variável dependente e a variável independente. 
 
 
 
1.3. Elabora uma tabela que traduza, em alguns casos concretos, a relação entre as duas 
variáveis. 
 
 
 
 
 
 
 
  
1.4. Indica, justificando, a expressão analítica da função que relaciona as variáveis d e t. 
 
 
 
 
 
1.5. O Pedro, num dia de trovoada resolveu pôr em prática os seus conhecimentos de 
Matemática. 
 
1.5.1. Ao ver um relâmpago começou a contar o tempo, tendo parado quando ouviu o 
trovão. Sabendo que contou 11 segundos, a que distância se efectuou a descarga 
eléctrica?  
 
 
 
 
 
1.5.2. Passado algum tempo, reparou que as descargas eléctricas já ocorriam a mais de 5 
km de distância. Qual é, neste caso, o número mínimo de segundos entre a 
visualização do relâmpago e o som do trovão? 
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2. Considera a expressão f(x) = –5x – 1. 
 
2.1. A expressão anterior representa uma função de proporcionalidade directa? Justifica a 
tua resposta. 
 
 
 
 
 
2.2. Completa a tabela seguinte:                                         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.3.  Indica a imagem do objecto 3. 
 
 
2.4.  Determina f(0).    
 
 
 
2.5.  Indica o objecto cuja imagem é –26. 
 
 
 
2.6.  Representa graficamente a 
função anterior. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x f(x) = –5x – 1 
–2  
 4 
1  
2  
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3. Os alunos de uma turma do 2.º ano de um CEF, pretendem realizar uma viagem de 
finalistas. Antes de assinarem o contrato de aluguer de um autocarro, consultaram uma 
empresa de camionagem, que lhes ofereceu dois tipos de tarifa: 
 
Tarifa A – Pagamento inicial de 45,00 €, mais 0,50€ por km; 
Tarifa B – Sem pagamento inicial, 0,90€ por km. 
 
3.1. Se fizesses parte deste grupo de jovens, qual das duas tarifas escolherias para um 
percurso total de 150 km? Justifica. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.2. Achas que a opção que fizeste na pergunta anterior seria sempre a melhor? Ou será 
que depende do percurso? Justifica. 
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TESTE 3 
 
É permitida a utilização do software Graph 
 
1. Para seleccionar uma nova bomba de água para encher o tanque da Quinta do Conde, consultou-se o 
seguinte gráfico: 
 
      As variáveis, t e c, representadas no gráfico, 
      são inversamente proporcionais. 
 
      1.1. Completa a seguinte tabela: 
 
 
 
 
 
 
      1.2. Explica por que motivo é que esta correspondência 
             representa uma função. 
 
 
 
 
 
      1.3. Indica a constante de proporcionalidade e o que representa. 
 
 
 
 
 
 
      1.4. Escreve a expressão analítica da função que relaciona o caudal da bomba – c – com o tempo   
             de enchimento – t – da Quinta do Conde. Justifica. 
 
 
 
 
      1.5. Indica o caudal da bomba que enche o tanque em 15 horas. 
 
 
 
 
      1.6. Quanto tempo demora a encher o tanque com uma bomba que debite 500 litros de água por  
              hora? 
 
     
 
 
 
2. O Pedro faz anos na próxima semana e quatro dos seus amigos resolveram comprar-lhe uma prenda 
em conjunto, tendo pago cada um 7,50 €. Se na compra tivessem participado 10 amigos, quanto é que 
pagaria cada um? 
 
 
 
c – Caudal da bomba  
(em litros/hora) 
1200  2000  
t – Tempo de 
enchimento (em horas) 
 16  10 
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3. Considera as funções definidas por 
 
                                                                               e 
 
 
      Em qual dos seguintes referenciais estão os gráficos das duas funções? Para cada um dos restantes 
referenciais apresenta uma razão pela qual não os escolheste. 
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Anexo IV – Pedido de Autorização à Direcção da Escola 
 
       Exmo. Sr.  
       Director do Agrupamento de Escolas  
 
Alice de Fátima Ribeiro Bárrios, professora do Quadro de Nomeação Definitiva, vem 
solicitar autorização para concretizar, nesta escola, durante o primeiro período do ano 
lectivo 2010/2011, um projecto de investigação em educação intitulado “Funções usando o 
software Graph: um estudo com alunos de um Curso de Educação e Formação (Tipo 2)”. 
Este projecto visa dar novos contributos sobre o modo como a resolução de tarefas 
problemáticas ou com carácter investigativo e exploratório com recurso à tecnologia pode 
contribuir para a aprendizagem de relações funcionais, nos Cursos de Educação e 
Formação e integra-se no ciclo de estudos conducente ao grau de Mestre em Educação, na 
área de especialização em Didáctica da Matemática, do Instituto de Educação da 
Universidade de Lisboa. 
A concretização deste projecto implicará a recolha de dados dos formandos 
referentes à disciplina que lecciono. Essa recolha envolverá a observação directa e a 
gravação em áudio de entrevistas e da resolução das tarefas. Serão objecto de análise, 
nesta investigação: i) materiais produzidos dentro da sala de aula pelos formandos, como, 
por exemplo, fichas de trabalho e relatórios; ii) transcrições de algumas das interacções 
geradas entre eles; iii) transcrições de entrevistas que lhes sejam realizadas, em tempo 
extra lectivo; e iv) registos resultantes da observação directa.  
Em todo o processo serão salvaguardados os direitos de privacidade e anonimato 
que assistem aos participantes e à própria escola, enquanto instituição. Os encarregados de 
educação serão informados sobre este estudo, sendo essencial o seu consentimento, para 
possibilitar a participação dos formandos que nele pretendam vir a colaborar.  
 
 
       Lisboa, 2 de Junho de 2010 
 
 
        Pede deferimento, 
 
             ______________________ 
                            (Alice de Fátima Ribeiro Bárrios) 
 
 
 
 
 204 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 205 
Anexo V – Pedido de Autorização ao Conselho Pedagógico 
 
 
 
       Exmo. Sr.  
       Presidente do Conselho Pedagógico 
 
 
Alice de Fátima Ribeiro Bárrios, professora do Quadro de Nomeação Definitiva, vem 
comunicar que, durante o primeiro período do ano lectivo 2010/2011 pretende realizar com a 
turma CEF2, um projecto de investigação em educação intitulado “Funções usando o 
software Graph: um estudo com alunos de um Curso de Educação e Formação (Tipo 2)”. 
Este projecto visa dar novos contributos sobre o modo como a resolução de tarefas 
problemáticas ou com carácter investigativo e exploratório com recurso à tecnologia pode 
contribuir para a aprendizagem de relações funcionais, nos Cursos de Educação e 
Formação e integra-se no ciclo de estudos conducente ao grau de Mestre em Educação, na 
área de especialização em Didáctica da Matemática, do Instituto de Educação da 
Universidade de Lisboa. 
A concretização deste projecto implicará a recolha de dados dos formandos 
referentes à disciplina que lecciono. Essa recolha envolverá a observação directa e a 
gravação em áudio de entrevistas e da resolução das tarefas. Serão objecto de análise, 
nesta investigação: i) materiais produzidos dentro da sala de aula pelos formandos, como, 
por exemplo, fichas de trabalho e relatórios; ii) transcrições de algumas das interacções 
geradas entre eles; iii) transcrições de entrevistas que lhes sejam realizadas, em tempo 
extra lectivo; e iv) registos resultantes da observação directa.  
Em todo o processo serão salvaguardados os direitos de privacidade e anonimato 
que assistem aos participantes e à própria escola, enquanto instituição. Os encarregados de 
educação serão informados sobre este estudo, sendo essencial o seu consentimento, para 
possibilitar a participação dos formandos que nele pretendam vir a colaborar.  
          
 
       Lisboa, 9 de Junho de 2010 
 
 
        Pede deferimento, 
 
             ______________________ 
                        (Alice de Fátima Ribeiro Bárrios) 
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Anexo VI – Pedido de Autorização aos Encarregados de Educação  
 
 
 
 
       Exmo. Sr.  
       Encarregado de Educação 
 
Alice de Fátima Ribeiro Bárrios, professora de Matemática Aplicada do CEF2 (em 
2010/2011), vem comunicar que pretende realizar com esta turma, durante o 1.º Período, 
um projecto de investigação em educação intitulado “Funções usando o software Graph: um 
estudo com alunos de um Curso de Educação e Formação (Tipo 2)”. Este projecto visa dar 
novos contributos sobre o modo como a resolução de tarefas problemáticas ou com carácter 
investigativo e exploratório com recurso à tecnologia pode contribuir para a aprendizagem 
de relações funcionais, nos Cursos de Educação e Formação. 
Deste trabalho não resultará qualquer prejuízo para os formandos, podendo com 
grande probabilidade resultar benefícios para a sua compreensão de conceitos e 
procedimentos matemáticos, nomeadamente no campo das Funções. No entanto, o 
interesse dos formandos em participar voluntariamente neste estudo e o consentimento dos 
respectivos encarregados de educação (preenchendo e assinando a parte destacável), são 
duas condições essenciais para que se efective a sua participação neste projecto.  
A recolha de dados envolverá a observação directa, os documentos produzidos pelos 
alunos e a gravação em áudio de duas entrevistas bem como da resolução de algumas 
tarefas. Os dados recolhidos serão usados exclusivamente para o objectivo desta 
investigação. Não serão divulgados por nenhum meio os nomes dos formandos 
participantes, nem a identificação da escola, salvaguardando-se assim o seu anonimato.  
 Os formandos participantes e os respectivos encarregados de educação serão 
informados, ao longo do 1.º período, ou sempre que considerem necessitar de algum 
esclarecimento adicional, sobre o modo como estão a decorrer as actividades. 
Face ao exposto solicito autorização para proceder à recolha de dados, junto do seu 
educando.  
Agradecendo desde já a atenção dispensada, apresento os meus melhores 
cumprimentos. 
 
Lisboa, 15 de Julho de 2010 
____________________________________ 
A professora de Matemática Aplicada 
Alice Bárrios 
 
 
Autorizo o meu educando _______________________________________ do CEF2 (em 
2010/2011), a participar na recolha de dados dirigida pela professora Alice Bárrios, no 
âmbito do projecto de investigação em educação intitulado “Funções usando o software 
Graph: um estudo com alunos de um Curso de Educação e Formação (Tipo 2)”. 
 Data: ______ / ______ / 2010 
Assinatura: ______________________________________ 
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Anexo VII – Guião da 1.ª Entrevista – Flávio  
 
 
 Registo da data e da hora do início da gravação. 
 
 Apresentação de uma fotocópia da resolução que o aluno fez do exercício 1 da 2.ª  parte do teste 2. 
 
 Questões iniciais:  
 
1. Sabes a que se refere esta fotocópia? 
2. Lê o enunciado da tarefa, se fazes favor. 
3. Explica-me o que acabaste de ler. 
 
 Variáveis: 
 
4. No exercício 1.1 respondeste que as variáveis em estudo são o tempo e a distância. Porquê? 
5.  Respondeste que a variável independente é a distância e que a variável dependente é o tempo. 
Porquê? 
6. Por que é que não resolveste o exercício 1.3? 
 
 Tabela: 
 
7. Desenha a estrutura de uma tabela. 
8. Acrescenta-lhe alguns casos concretos. 
9. Se quisermos saber a que distância foi feita uma descarga eléctrica, no caso de entre o 
relâmpago e o som do trovão terem passado 5 segundos, como é que procedemos? 
10. O que é que significa zero segundos neste problema? 
11. Qual é o tempo que corresponde a uma distância de 6800 metros?  
 
 Expressão analítica: 
 
12. No exercício 1.4 dizes que a expressão analítica é do tipo y = kx + b. Porquê? 
13. Este gráfico (Apresentar o gráfico correspondente a y = 150x) pode ser o gráfico da função em 
estudo? Porquê? 
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14. Qual é a expressão analítica da função que correspondente a este gráfico? 
15. Usando a expressão analítica da função da tarefa, se o tempo entre o relâmpago e o som do 
trovão for de 15 segundos, a que distância estão a ser efectuadas as descargas eléctricas? 
16. Se as descargas eléctricas estiverem a ocorrer a 2700 metros de distância, qual é o tempo entre 
o relâmpago e o som do trovão? 
 
 Gráfico: 
 
17. Usa o software Graph e representa a função da tarefa graficamente. 
18. Qual é a imagem de 12 segundos? 
19. Quantos segundos correspondem a 3060 metros? 
 
 Questões finais:  
 
20. Qual foi a questão mais fácil? 
21. Qual foi a questão onde sentiste mais dificuldades? 
 
 Registo da hora do final da gravação. 
 
 211 
Anexo VIII – Guião da 1.ª Entrevista – Pedro  
 
 Registo da data e da hora do início da gravação. 
 
 Apresentação de uma fotocópia da resolução que o aluno fez do exercício 1 da 2.ª  parte do teste 2. 
 
 Questões iniciais:  
 
1. Sabes a que se refere esta fotocópia? 
2. Lê o enunciado da tarefa, se fazes favor. 
3. Explica-me o que acabaste de ler. 
 
 Variáveis: 
 
4. No exercício 1.1 respondeste que as variáveis em estudo são a distância e o tempo. Porquê? 
5.  Respondeste que a variável dependente é a distância e que a variável independente é o tempo. 
Porquê? 
6. Explica-me o que fizeste na pergunta 1.3. 
 
 Tabela: 
 
7. Se quisermos saber a que distância foi feita uma descarga eléctrica, no caso de entre o 
relâmpago e o som do trovão terem passado 50 segundos, como é que procedemos? 
8. O que é que significa zero segundos neste problema? 
9. Constrói uma nova tabela, sem os cálculos, apenas com o resultado final. 
10. Qual é o tempo que corresponde a uma distância de 6800 metros? Consegues chegar a esse 
valor por outro processo? 
 
 Expressão analítica: 
 
11. No exercício 1.4 dizes que a expressão analítica é do tipo y = kx e que, portanto, fica d = 340t. 
Por que é que dizes isso? 
12. Este gráfico (Apresentar o gráfico correspondente a y = 150x) pode ser o gráfico da função em 
estudo? 
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13. Qual é a expressão analítica da função que correspondente a este gráfico? 
14. Usando a expressão analítica da função da tarefa, se o tempo entre o relâmpago e o som do 
trovão for de 30 segundos, a que distância estão a ser efectuadas as descargas eléctricas? 
15. Se as descargas eléctricas estiverem a ocorrer a 2700 metros de distância, qual é o tempo entre 
o relâmpago e o som do trovão? 
 
 Gráfico: 
 
16. Usa o software Graph e representa a função da tarefa graficamente. 
17. Qual é a imagem de 12 segundos? 
18. Quantos segundos correspondem a 3060 metros? 
 
 Questões finais:  
 
19. No exercício 1.5.2, dividiste 5000 por 340 e dizes que a resposta é 14 segundos. Porquê? 
20. Qual foi a questão mais fácil? 
21. Qual foi a questão onde sentiste mais dificuldades? 
 
 Registo da hora do final da gravação. 
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Anexo IX – Guião da 2.ª Entrevista  
 
 Registo da data e da hora do início da gravação. 
 
 Resolução da tarefa:  
Questão1 
Se o aluno não conseguir justificar com base na expressão analítica, pergunto-lhe se consegue 
representar as expressões graficamente e se a partir daí já consegue responder à questão. 
 
   Questão 2 
2.1. Se o aluno não conseguir completar a tabela com base na expressão analítica, pergunto-lhe se a 
consegue completar com base no gráfico. 
   
2.2. Se o aluno justificar com base na expressão analítica pergunto-lhe se consegue dar a resposta com 
base na tabela. Se justificar com base na tabela, pergunto-lhe se consegue justificar com base na 
expressão analítica. 
     
   Questão 3 
Se o aluno não conseguir responder peço-lhe para usar o software Graph. 
 
Questão 4 
4.2. Se o aluno não conseguir descobrir a expressão analítica, peço-lhe para seleccionar a expressão 
correcta de entre as 4 seguintes: 
 
[A] 12y
x
  
[B] 24y
x
  
[C] 12y x   
[D] 12y
x
   
4.3. Se o aluno não conseguir preencher a tabela com base na expressão analítica, peço-lhe para 
representar graficamente a função usando o Graph e para preencher a tabela com a ajuda do software. 
 
 
Questão 5 
Se o aluno tiver dificuldades e não tiver construído uma tabela, peço-lhe para o fazer. 
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 Questões finais 
 Quais são as tuas maiores dificuldade nas funções? 
 
 Que dificuldades sentiste no uso do Graph? Como é que as tentaste ultrapassar? 
 
 Essas dificuldades desapareceram ao longo das aulas? 
 
 O software Graph facilitou a aprendizagem das funções? Se sim, em que aspectos? 
 
 As tarefas propostas durante o estudo deste Módulo poderiam ser resolvidas sem o software 
Graph? Porquê? 
 
 Gostaste de usar o Graph ou preferias ter resolvido as tarefas sem recorreres a este software? 
 
 Em relação a esta entrevista, em que questões/assuntos sentiste mais dificuldades? 
 
 
 Registo da hora do final da gravação. 
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Anexo X – Tarefa da 2.ª Entrevista   
 
 
1. Das questões seguintes verifica se existe alguma que corresponda a uma função de 
proporcionalidade directa ou de proporcionalidade inversa. Justifica. 
 
    [A] y = 6 
 
 
 
    [B] y = 3x 
 
 
 
    [C] y = – 1,5x + 4  
 
 
    [D] 
5
y
x
   
 
 
2. Considera a função definida pela expressão y = 3x + 2. 
 
 
 
2.1. Completa a tabela seguinte: 
 
x y = 3x + 2 
0  
1  
 17 
- 2  
 
2.2. Trata-se de uma função de proporcionalidade directa? Porquê? 
 
 
 
 
2.3. Representa graficamente a função. Como é que graficamente podes justificar a resposta à 
questão 2.2? 
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3. Considera as funções definidas por: 
 
4
para 0 e 3 1 para 0y x y x x
x
      
 
     Em qual dos seguintes referenciais estão os gráficos das duas funções?  
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4. A lei de Boyle-Mariotte 
 
A lei de Boyle Mariotte é uma fórmula que relaciona o volume de um gás (V), em litros, 
com a pressão a que está submetido (P), em atmosferas. Onde o Volume e a Pressão 
tomam valores positivos. 
 
    O gráfico seguinte representa esta lei. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4.1. O gráfico representa uma função de proporcionalidade inversa? Porquê? 
 
 
4.2. Enuncia a Lei de Boyle-Mariotte. Isto é, escreve a expressão analítica da função que 
relaciona V com P. 
  
 
 
4.3. Completa a tabela seguinte: 
 
P (atmosferas) 0,5 2   12 
V (litros)   8 2,4  
 
P (Atmosferas) 
V 
(Litros) 
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5. O prédio onde a Rita mora foi totalmente pintado por 5 trabalhadores em 9 dias. O pai do 
João mora num prédio igual a este e contratou a mesma empresa, mas referiu que quer o 
prédio pintado em apenas 3 dias. 
 
5.1. Quantos trabalhadores são necessários, de modo que o trabalho fique concluído em 
apenas 3 dias? 
 
 
 
 
5.2. Qual é a variável independente? E a variável dependente? 
 
 
 
 
 
5.3. Trata-se de uma situação de proporcionalidade directa? Porquê? 
 
 
 
 
 
5.4. Escreve uma expressão que relacione as duas variáveis. 
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Anexo XI – Estratégias usadas pelos alunos na resolução das tarefas   
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       N.º da tarefa 
 
Actividade 
desenvolvida 
1 2 6 7 10 11 14 15 
Identificar o tipo 
de função 
subjacente a 
uma 
representação 
  Representação 
tabular 
↓ 
Representação 
gráfica 
↓ 
Acrescentar 
(0,0) e confirmar que 
a recta contém este 
ponto 
↓ 
y = kx 
Representação 
tabular 
↓ 
Representação 
gráfica 
↓ 
y = kx + b 
Representação 
tabular 
↓ 
Representação 
gráfica 
↓ 
y = kx + b 
Representação 
verbal 
↓ 
Representação 
tabular 
 (c/base no contexto) 
↓ 
Constatar que existem 
os pontos (0,15) e 
(0,10) 
↓ 
Excluir y = kx 
↓ 
y = kx + b 
Representação 
verbal 
↓ 
Representação 
tabular 
(A tabela não 
contém um ponto 
com coordenadas 0) 
↓ 
Representação 
gráfica 
↓ 
Excluir y = kx 
Representação 
tabular 
(A tabela não 
contém um ponto 
com coordenadas 0) 
↓ 
Representação 
gráfica 
↓ 
y = k/x 
Representação 
verbal 
↓ 
Representação 
gráfica 
(com 2 pontos) 
↓ 
Excluir y = kx 
↓ 
Representação 
tabular 
 (c/base no contexto) 
↓ 
y = k/x 
Determinar 
objectos e 
imagens 
Representação 
simbólica 
↓ 
Representação 
gráfica 
↓ 
 Cálculo 
 Calcular tabela 
↓ 
Não confirmam o 
resultado 
graficamente 
Representação 
simbólica 
↓ 
Representação 
gráfica 
↓ 
 Cálculo 
 Calcular tabela 
↓ 
Confirmam o resultado 
graficamente 
Co-variação de 
grandezas 
↓ 
Confirmação com o 
software 
------ 
Expressão analítica 
↓ 
 Cálculo 
 Calcular tabela 
Co-variação de 
grandezas 
 + 
Regra de 3 
↓ 
Exclusão após o 
resultado 
↓ 
Expressão analítica 
↓ 
 Cálculo 
 Calcular tabela 
Co-variação de 
grandezas 
↓ 
Exclusão ao 
perceberem que não é 
uma propor. directa 
↓ 
Expressão analítica 
↓ 
 Cálculo 
 Calcular tabela 
 Pelo contexto 
 
 
 Expressão 
analítica 
↓ 
Cálculo 
 
 Pelo contexto 
 
 Usando a 
informação de que   
x  y = 31425 
 
Expressão analítica 
↓ 
Calcular tabela 
 
 Pelo contexto 
 
 Usando a 
informação de que   
x  y = 60 
 
 
Determinar/ 
Confirmar a 
expressão 
analítica 
Conjecturas 
baseadas em 
pressupostos 
↓ 
Usar o software para 
confirmar 
Conjecturas 
baseadas nas 
observações das 
experiências com o 
software 
↓ 
Usar o software para 
confirmar 
Descobrir que é do 
tipo y = kx 
↓ 
 
k = imagem do 
objecto 1 
↓ 
Usar o software para 
confirmar 
Descobrir que é do 
tipo y = kx + b 
↓ 
k = 1500 e b = 5 
↓ 
Usar o software para 
confirmar 
↓ 
k < 0 e b = 1500 
↓ 
Fazer variar o valor de 
k e usar software para 
confirmar 
Descobrir que é do 
tipo y = kx + b 
↓ 
k < 0 e b = 32 
↓ 
Fazer variar o valor 
de k e usar o 
software para 
confirmar 
 
 
Descobrir que é do 
tipo y = kx + b 
↓ 
k = preço por minuto 
b = assinatura 
mensal 
↓ 
Usar o software para 
confirmar 
 
 Pressupor que é do 
tipo y = kx + b 
↓ 
Impasse 
↓ 
Descobrir que é do 
tipo y = k/x 
↓ 
k = x × y 
↓ 
Usar o software para 
confirmar 
Descobrir que é do 
tipo y = k/x 
↓ 
k = x × y 
↓ 
Usar o software para 
confirmar 
 
Alterar a escala 
do gráfico 
  Eixo dos xx:  
 Extremos → com base na tabela 
 Intervalo → uma unidade 
Eixo dos yy: 
 Extremos → com base na tabela 
 Intervalo → por tentativas 
Com base na tabela 
 Com base no 
contexto  
 Com recurso ao 
zoom, para 
visualização do eixo 
dos yy 
 Com base  na tabela 
 
 Com recurso ao zoom, para visualização do eixo dos yy e/ou dos 
xx 
 
